
１ 武蔵工業大学環境情報学部助教授

後藤正幸1

階層型意思決定モデル（AHP）と
統計学的考察

研究論文 3-4

１ はじめに

複数の代替案の中から、どの案をとるべきかを意

思決定しなければならない状況は数多く存在する。

その際、様々な評価尺度に基づいて各代替案を吟味

し、総合的に最も好ましい代替案を選択すべきであ

ろう。人間は意思決定の際には多くの評価基準のも

とで総合的な判断を行う。しかし、そのままではそ

れは客観的な判断のプロセスとはなっていない。そ

の案が良い理由を第三者と議論する際など、客観的

な意思決定のモデルをもとに議論することにより、

議論も深まり、よりリスクの少ない意思決定が行え

るものと考えられる。このように最終的な意思決定

に至る過程をモデル化し、人間の曖昧な判断もモデ

ルの中に表現したもとで、意思決定の良し悪しを議

論することは重要である。

T.L.Saaty は、人間の勘やフィーリングなどの曖

昧な尺度を含め、各代替案を合理的に評価する方法

として、AHP（Analytic Hierarchy Process）を提

唱した［１］。AHP は評価基準や代替案に対し、一対

比較により評価を行なうという特徴を持っており、

簡便な手法でもあるため様々な分野で多くの事例が

報告されている［２］－［４］。AHP のモデルは OR の分

野等で脚光を浴び、様々な方向へ研究と適用が広

がっている［５］。AHP は主に２つのフェーズから成

り立っている。まず第一に、代替案と評価尺度の関

係を階層モデルで構造化するフェーズである。その

際には、評価尺度を網羅的に挙げたあとで、それら

をグルーピングして構造化するなどの過程が必要で

ある。第二に、構造化された代替案と評価基準の関

係のもとで、代替案や評価基準の重要度（ウェイト）

の推定を行うフェーズがある。この第二のウェイト

推定のフェーズにおいては、T.L. Saaty は固有ベク

トル法という方法を提唱した［１］。その後、簡便な

推定法や他の視点から導かれた推定法など、様々な

ウェイト推定法が提案されている［５］－［７］。また、こ

のウェイト推定は、人間の直感的なフィーリング等

を数値化するものであり、その妥当性の検証のため

様々な切り口からモデルの有効性を測る必要があ

り、その評価法についても様々な議論が行われてい

る［８］－［１５］。

本稿では、AHP の基礎的理論を概観したもとで、

AHP のウェイト推定法について統計的考察による

議論を行う。社会調査や品質管理などのデータ解析

でしばしば用いられる多変量解析では、データから

推定されたパラメータやモデルの妥当性を検討する

指標が備わっている［１６］。例えば、重回帰分析では、

寄与率や F 値、t 値、テコ比、ダービンワトソン

比、データの信頼区間など、様々な評価指標に基づ

いて検証する枠組みが構築されている。AHP のモ

デルにおいても、このように様々な視点からモデル

検証と行うことが可能であることを指摘し、その有

効性について述べる。

２ AHP のモデル

２．１ 代替案と評価基準

代替案の集合を������������としよう。例え

ば、夏休みの旅行先を決めるという簡単な問題を考

え、����沖縄�，����ハワイ�，����サイパン�

の３つの候補があるような状況を考えればよい

�����。AHP では各代替案の評価値 ����������

が計算できるものとする。この評価値は代替案のウ

エイトと呼ばれ、大きい程その代替案が望ましいも

のとする。すなわち、����������が与えられれ

ば、この値の一番大きい代替案が最も望ましく、各
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代替案の良さが定量的に把握できる。

しかし、そのウエイトが最初から与えられるなら

ば、その問題は簡単である。通常は、各代替案に対

して多くの評価基準が存在し、それらが代替案の良

さに影響を与えるために、初めから代替案の評価値

（ウエイト）を決定することが難しい。例えば、旅

行先の例において、����旅行費用�という評価基

準ではサイパンが優れ、����ショッピング�とい

う評価基準ではハワイが優れるといった状況もあ

る。さらに、����旅行費用�と ����ショッピン

グ�のどちらを重要視して代替案を評価するかに

よって、各代替案のウエイトも異なってくるであろ

う。評価基準には重要視したいものとそうでないも

のが混在することが多い。

そこで、�個の評価基準の重要性を表すウエイ

トをそれぞれ ������� ��，評価基準 ��で評価

したときの各代替案の良さを表すウエイトを

��������� ���としよう。ただし、����
� ����，����

� �����とする。このとき、総合的に代替案 ��

の良さを表すウエイト ��を

����������������������� �

と与えるモデルを考える�����������。すなわ

ち各評価基準で評価したときの評価値（ウ

エイト）を、評価基準の重要性を表すウエイト

で重み付け平均したものを考えるのである。

���������������������������が評価できれ

ば、各代替案の良さを表す指標 ����������が計

算できるという訳である。これが AHP の基本的な

モデルであり、各評価基準のもとでの良し悪しを評

価し、さらに各評価基準の重要度で重み付け平均す

るという極めてシンプルな構造のモデルといえる。

ここでは、代替案に対して、同じレベルの評価基

準が与えられるモデルを考えたが、評価基準には階

層構造があってもよい。例えば、企業の評価におい

ては“収益性”という評価基準の下に、“利益”と

“利益率”といった分類も可能であろう。利益率に

は、”売上高営業利益率”のように○○率といった

様々な評価指標が含まれる。このように、評価基準

には階層構造が見られるのが普通であり、これは前

述の評価値算出モデルを複数段に接続することによ

り表現することができる。

２．２ ウェイト推定

前節の議論から、����������を求めるために

は、���������������������������が評価で

きればよいことがわかる。しかしながら、これらの

ウェイトを数量的に与えることも実際には難しいこ

とが多い。そこで、ここでは人間の評価の曖昧性や

揺らぎを出来るだけ排除して、合理的にウェイトを

推定する方法について述べる。

以下では記法を簡単にするために、代替案の集合

を	��	��	����	��、代替案 	
の評価値を表す

ウェイトを �
��
���
���������として、各

ウェイト �
を求める問題を考えよう。AHP では、

代替案 	�が代替案 	�よりも何倍好ましいかを表

す一対比較値 �
�が得られるものとする。これは、

評価基準全体を見渡して各代替案のウエイトを決め

るのは難しいが、１対１の比較であれば人間でも容

易に判断できるという現実を表現したモデルになっ

ている。その結果、AHP のウェイト推定は、全て

の一対比較値を１つの行列 ����
��
����������（一

対比較行列と呼ぶ）にまとめ、この行列から各代替

案の評価値 ����������を求める問題に帰着す

る。

��

� ��� � ���

����� � � ���

� � � �

����� ����� � �

� � �

一対比較行列について、���の場合の例を以下

に示すと、

��

� ��� ���

��� � ���

��� ��� �

� � �
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の よ う に な る。た だ し、��������������������

���������である。

Saaty は、一対比較値 ���が ���������と与えら

れていれば、��������������� として

����� �

という構造が成り立つことに着目し、�の固有ベ

クトルを計算することにより、�を与える固有ベ

クトル法を提案した。�の固有値を求めると

������� �

の形で �の固有値 �と固有ベクトル ��が得られ

る。仮に、厳密に式�が成り立てば、��������

となることが分かるであろう。しかし、現実問題に

おいて式�の構造が厳密に成り立つことはむしろ希

である。したがって、固有ベクトル法で求められる

ウェイトは一種の推定量となる。

一方で、与えられた一対比較値に誤差が混入する

ものとし、��	������	�����	�����	���という対

数線形構造を仮定して対数最小二乗法（LLS）によ

りウエイトを推定する方法が提案されている。他に

も様々な観点からウエイト算出法が提案されている

が、これらは全て一対比較行列 �が完全に与えら

れたときに、式�の基本構造からウェイトを推定す

る方法といえる。

評価基準が複数ある場合には、それぞれの評価基

準のもとでの一対比較行列から同様の計算により、

各評価基準のもとでの代替案のウエイトを求めるこ

とができる。同様に評価基準のウエイトも、評価基

準間の一対比較行列から算出することができる。

３ AHP のウエイト推定法

３．１ 固有ベクトル法

再び、���の場合の AHP の構造を以下に示そ

う。
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AHP では式�のように、得られた一対比較値 ���

は ��と ��との比であると考える。問題は、得ら

れた一対比較行列 �から、ウエイトベクトルを逆

算することになる。式�の仮定が成り立っていると

仮定すれば、一対比較行列の固有値問題になり、

Saaty は �の固有ベクトルを求めることでウエイ

トベクトルを求める方法（固有ベクトル法）を提案

した。

しかし、一般に式�は必ずしも成り立つ訳ではな

い。すなわち、�の固有値 �が ���とならない

ことがある。むしろ実際問題では完全に当てはまる

ことはほとんどない。しかしながら、式�という構

造を仮定して議論を始めていることから、固有値を

用いた方法は直感的にも認められる方法であると言

えよう。固有ベクトル法によるウェイト推定の理論

的根拠については、最近になって K. Sekitani and

N. Yamaki によって示されている［２２］、［２３］。

３．２ 対数最小二乗法によるウエイト推定

前節でも述べたが、実際に AHP を適用すると整

合性が悪くなる場合がある。そこで、整合性が悪く

なる原因は一対比較値に誤差が混入していると仮定

し、この誤差を最小にしようとする方法が対数最小

二乗法（LLS）である。LLS では、一対比較値 ���

を連続的な値をとるものとして、式�のように仮定

する。

����
��
��
��� ������������� �

ここで ���は誤差を表す確率変数であり、常に正で

あるとする。式�の両辺の対数をとると、

�
����
���
���
�� �
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となる。ただし �����������であり、����は、

���������� ���������� �

である独立な確率変数であると仮定する。すわなち、

対数をとったときに線形構造があることを仮定して

おり、これが対数線形モデルといわれる所以である。

このとき、最小二乗推定 ��	�が ������
�������

に対する最良の推定を与えることが、ガウス・マル

コフの定理より証明されている。さらに、その解は

ラグランジュ乗数法を用いて導くことができ、一対

比較行列の幾何平均の解

�	��
���
��������������

� ���
�����������

�

と一致することが知られている。すなわち、適用問

題によってその都度、対数最小二乗問題を解かなく

ても、幾何平均法によってウェイト推定をすればよ

いことが分かる。

３．３ モデルの整合性

AHP では、式�の構造（モデル）から解析を出

発する。すなわち、多くの現実問題において式�は

おおよそ成り立っているだろうとの考えに基づいて

いるのである。しかし、現実問題において式�が厳

密に成り立っていることはむしろ稀である。そこで、

式�の構造（モデル）と現実の一対比較行列のずれ

を表す規準を計算し、この値が許容できるものであ

れば、AHP の解析結果はほぼ妥当であると判断す

るのが適当であろう。

そこで、このモデルの整合性を判断する基準（整

合度）について考えてみよう。もし、式�が完全に

成り立っているならば、

	��

��


���

�

���

� ���� �

であるから、

�
��
 
��� � 
����	������������ �

となることがわかる。したがって、


��
��
 
��� � 
����	� �

と定義すると、
����となるはずである。もし、

式�が成り立っていないとするならば、
�����と

なってしまう。実は 
����の値は式�が成り立っ

ていれば �、そうでないときには正の値をとること

が知られている。そこで、この値を整合性を判断す

る基準と考えてよいであろう。実際には、�の大

きさによって数値の大きさが変わることを避けて、

基準化した規準

���
����
��
 �

を整合度とする。一般には、この整合度の値が��


以下であれば、許容できるずれであるといわれてい

る。AHP を用いて各代替案のウエイトを求めたら、

この整合度を計算し、得られたウエイトが意味のあ

るものであるかどうかを判断しなければならない。

もし�
の値が大きい場合には、式�が成り立って

いないことを意味するので、式�の仮定から得られ

たウエイトは意味をもたないからである。

４ 分析の手順と具体例

４．１ AHP の手順

ここでは、幾何平均法を用いる AHP の評価値（ウ

エイト）算出の手順をまとめてみよう。

Step１：代替案の構成

まずは、対象とする問題を明確にし、選択の対象

である代替案を決定する。例えば、旅行先を決定す

る問題ならば、その候補地をあげる。

Step２：評価基準の選定

代替案の良し悪しを判断するための評価基準を決

定する。例えば、旅行先決定の問題ならば、値段、

交通手段、ホテルのグレード、食事の有無、遊楽施
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設の充実性など、その問題を考えるのに必要最小限

の評価基準を設定する。

Step３：一対比較行列作成

評価基準の一対比較：全ての評価基準の対に対し、

どちらを重要視するかを決める一対比較値を与え、

一対比較行列を作成する。一対比較値は正数であれ

ば、連続値をとっても構わない。

評価基準のもとでの代替案の一対比較：各評価基準

のもとでの、代替案どうしの一対比較値を与え、一

対比較行列を作成する。一対比較値は正数であれば、

連続値をとっても構わない。

Step４：一対比較行列からウエイト推定

幾何平均法を用いて、

評価基準のウエイト：評価基準どうしの一対比較か

ら与えられた一対比較行列に基づいて、式�により

各評価基準のウエイト �������������を計算す

る。

評価基準のもとでの代替案のウエイト：評価基準

��のもとでの各代替案の一対比較から得られた一

対比較行列に基づいて、式�により各代替案のウエ

イト ��������������を計算する。これを全ての

評価基準に対し ���から ���まで繰り返す。

以上により、���������������������������

の値が出揃う。

Step５：代替案の総合ウエイト（評価値）を算出

Step４で得られた各ウエイトから

���������������������������������� �

に基づいて、各代替案の総合ウエイトを算出する。

Step６：整合度を算出し、モデルの適合性を判断

評価基準のウェイトについて、整合性を表す指標

（整合度）�	を次式により求める。

�	�

����

���
�

ただし、
は


������ ���� � �������

�

�

�

�

� � �

で与えられる。

同様に、各評価基準のもとでの代替案のウェイトに

ついてもそれぞれ�	を求める。これらの値が全て

���以下であれば、モデルの整合性は許容範囲であ

ると判断する。もし、整合性がないと判断される場

合には、該当する一対比較行列を見直す。

４．２ 具体例－旅行先選定の例

再び、簡単な例として、旅行先を決める問題に対

し適用方法を追っていこう。実際には、評価基準の

選定や階層構造の決定には、より網羅的な吟味が必

要であることを付記しておく。

Step１：代替案の構成

ここで選択の候補としてあげるのは、����沖縄�

����ハワイ�、����サイパン�とする。

Step２：評価基準の選定

評価基準には、����旅行費用�、����海のき

れいさ�、����ショッピング関係施設の充実性�

とする。

Step３：一対比較行列作成

評価基準の一対比較：評価規準間に対する一対比較

を ��������������	��������と与える。これ

は意思決定者の判断で与えるものである。このとき、

一対比較行列 �� は

���

� � 	

��� � �

��	 ��� �

� � �

となる。

評価基準のもとでの代替案の一対比較：評価基

準 ����旅行費用�のもとで、各代替案の一対比較

を行い、����������������������������������
とす

る（費用は高いほど悪いので注意）。このとき得ら

れる一対比較行列 ���は
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����

� � ���

� � ���

����� ����� �

� � �

となる。

評価基準����海のきれいさ�のもとで、各代替案の

一対比較を行い、������������������������������	

とする。このとき得られる一対比較行列 ���は

����

� ��� �

����� � 	

��� ��	 �

� � �

となる。

評価基準 ����ショッピング関係施設の充実性�の

もとで、各代替案の一対比較を行い、������������

����������	����������とする。このとき得られる

一対比較行列 ���は

����

� ��� ��	

����� � �

����	 ��� �

� � �

となる。

Step４：一対比較行列からウエイト推定

幾何平均法�式を用いて、それぞれの一対比較行

列から各ウエイトを算出する。

評 価 基 準 の ウ エ イ ト：�����
�	�������
��

��������

評価基準のもとでの代替案のウエイト：評価基

準��のもとでのウエイト：���������������������������
�

評価基準 ��のもとでのウエイト：������	���

������		�����������

評価基準 ��のもとでのウエイト：��������	�

�������������������

Step５：代替案の総合ウエイト（評価値）を算出

Step４で得られた各ウエイトから

���������������������
�������� �

に基づいて、各代替案の総合ウエイトは

������
��������	���������� �

と計算できる。

Step６：整合度を算出し、モデルの適合性を判断

各一対比較行列の整合性を表す指標（整合度）��

を

���
��	�	
	��

�

により順次求めていくと、

１．評価基準 ��のもとでの一対比較行列の整合

度：���������	��

２．評価基準 ��のもとでの一対比較行列の整合

度：��������	���

３．評価基準 ��のもとでの一対比較行列の整合

度：��������	���

４．評価基準間の一対比較行列の整合度：

��
����������

となる。この値はどれも ���以下でるので、モデ

ルの整合性は許容範囲であると判断できる。

５ 統計的手法を導入した AHP のウェイト推定に

関する話題

ここでは、幾何平均法による AHP のウェイト推

定法が本質的に対数最小二乗法であることに着目

し、統計的手法に基づく分析手法についていくつか

の視点から述べる。

５．１ 寄与率に基づく整合性評価

対数最小二乗法という統計的見地からみた場合、

一対比較値のモデルを統計の解析でよく用いられる

多変量解析のモデル式の形

��
��
������
	�	 �
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と対応させて考えることができる［２４］。ここで、��

は説明変数、 �は目的変数、��は回帰係数である。

簡単のため、���の場合についてその考え方を

述べる。一対比較行列は

��

��� ��� ���

��� ��� ���

��� ��� ���

� ��
��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

��
��
	��

���������

��������� �

のように与えられる。このとき、一対比較行列の右

上三角の ��
の対数をとったものは以下のようにな

る。

�������������	���

�������������	���

�������������	���

�

式�を多変量解析のモデル式�の形に変換すると、

����

����

����

	 
���� �

�

�

	 
���� ���
�

	 
���� �

��

��

	 
� 	���	���
	���

	 

�
���
���	�����	�����	��
� �

となり、����������������� は、	��������������

����������	�������������
���	����	����	����の

線形和として表される。��������������の３つを３次

元の軸とし、	��	��	�の３つのベクトルを３次元

空間上で幾何学的構造を考えてみよう。	��	��	�

と単位ベクトル��������� の内積をとると �とな

る。内 積 が �と い う こ と は、	��	��	�と

��������� が直交しているということである。す

なわち、	��	��	�は同一平面上にあることがわか

る。

与えられた��������������������から平面に対して

垂直方向に下ろした点が推定量���
�����
�����
�������


となる。ただし、��
�
���
����

である。すなわち、

対数最小二乗法を用いて�	����	����	����� の大きさを

最小にする���
�����
�����
���� をとっているため、対

数をとった空間上で直角三角形を作っていることに

なる。

AHP は、対数最小二乗法という重回帰モデルと

同様の手法を用いて構成できるため、統計的モデル

として扱うことができる。したがって、重回帰モデ

ルで用いられている寄与率が AHP の整合性指標と

して適用できる。重回帰分析における寄与率とは、

回帰式によりどれだけ元のデータの変動を表現でき

ているかを示す指標で


��
����
� ��
����

�����
� �������

�
�

���

�

で与えられる。ただし、�：データ数、��：観測値、

��：観測値の平均、�
�：推定値とする。

一般的には寄与率の式は上のように変動の比の形

になるが、AHP の場合ははじめから基準化がおこ

なわれた後の式が与えられているため、次のような

形になる。


��
��
���
���
�
����
���
����
��

�
��
���
���
����

����
���
����
��

�

ここで、��
�
は���
からの推定値であり、��
�
���
����



で与えられる。モデルの当てはまりの良さとして寄

与率は、整合性を相対誤差評価により示している。

一方、対数をとった誤差の平方和 ��
���
	�

�は、元

のデータから整合性が完全に成り立つ推定値までの

距離の二乗であり、整合性を絶対誤差評価により示

すことができる。したがって、寄与率と誤差平方和、

すなわち相対評価と絶対評価の両面からモデルの良

さを検討することができる。

ちなみに、ベクトル表記を用いた場合の寄与率と

誤差平方和は以下のように表すことができる。行列

�����
�を、������
であるとき、

��������
���

となる行列と定義する。ただし、�列のこれ以外の

要素の値は �とする。このとき、
�は以下のよう

に定式化することができる。
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���
������

�����
�
�������

�����
�

������������������������������� �

５．２ 重み付き最小二乗法によるウェイト推定

対数最小二乗法では、各要素の持つ対数誤差が等

分散の分布に従う（等分散性）と仮定している。こ

の仮定は多くの場合現実的であると考えられる。

しかし、一対比較行列の要素は一般に意思決定者

の主観にも依存されて決定されるものであるから、

“代替案 �と代替案 �の一対比較値と代替案 �と

代替案�の一対比較値では、前者の方がその信憑

性が高い”といったような状況が生じることも事実

である。すなわち、一対比較を行なう際、意思決定

者が自信のある箇所と自信のない箇所があるとすれ

ば、一対比較行列の各要素の持つ誤差分布は異なっ

たものになるはずである。すなわち、等分散に誤差

が混入すると仮定するよりも、異なる分散の誤差を

仮定することが適切な場合もあろう。従来の対数最

小二乗法では仮に一対比較行列において自信のある

箇所と自信のない箇所があっても、その値の自信の

程度を表わす確信度のような指標をモデルに取り入

れることができない。しかし、対数最小二乗法の拡

張である重み付き最小二乗法に基づくウエイト推定

法を用いれば、異なる分散の誤差を仮定された場合

でも合理的にウェイト推定を行うことが可能であ

る［２５］。

誤差 ����の分布を

��������	 �

������������ �

�����
�	�

���
（�	�は定数） �

とすると、


��
�
�
��


	

�
��


	

����
��������������
� �

の条件により推定値���
�����������	を求めることが

できる。また、����は既知ではなくても、	�	�
���

個の各一対比較値の誤差分散比が既知であるなら

ば、求められる推定値が最適解となる。ここで、

���を重みといい、�	�は単位重量�����
�のとき

の分散である。

この重み ���は“確信度”と定義することができ

る。誤差分散の大小は“意思決定者の信憑性の有無”

として捉えることができ、この重み付き最小二乗法

により確信度を考慮したウエイト推定量の算出式が

与えられる。

重みつき最小二乗問題は、

�������
���

����
������������
� �

の最小化問題である。ただし、�����������������	�

である。

この問題を以下のように書き換える。一対比較値


���を適当な順序で並べた	�	�
���次元ベクトル

を �とする。行列 ���
���を次のように定義する。

���
���であるとき、


���



����


と定義する。ただし、�列のこれ以外の要素の値は

	とする。このとき、式�は、次のように書き換え

られる。

���������������������� �

ここで、� は ���を対角要素 �の値として持つ対

角行列である。ただし、���
���とする。

����������、ただし ����
�
���
�とする

と、上の問題の一般解は、

84



������������� �

とあらわされる。ここで、�は任意の実数である。

実際には、指数変換後の ��の要素の和を�とする

ような値をとる。

５．３ 一対比較の欠損値の最尤推定

AHP の一対比較において、ある�����の組み合

わせに対する一対比較値が欠損し、一対比較行列が

不完全になる場合がある［１７］、［１８］。以下では欠損を

含む不完全一対比較行列を ��で表す。式�は欠損

が起こった行列の例を示す。行列中の？の箇所が欠

損しているものとする。

���

� ��� ��� ��	

��� � ��� 


��� ��� � 


�	� 
 
 �

�
�����

�
����� �

式�ように一対比較値が欠損し、一対比較行列が不

完全になると、Saaty が提案した固有ベクトル法で

はウェイトが求まらなくなる。欠損が起こる理由と

しては

１．感覚データを扱う際に、判断しにくい場合な

ど一対比較値を決めるのが困難になる。

２．大規模問題になり、扱う対象の数が多くデー

タが全部そろわない。

といったことなどが考えられる。このように欠損が

生じている場合に、どのようにウェイト推定を行っ

たら良いであろうか。誤差の入るメカニズムを考慮

した対数最小二乗法（LLS）の立場から考えた場合、

最尤推定量という視点から推定量を構成することが

できる。

不完全観測データからの最尤推定量を求めるアル

ゴリズムとしては、EM アルゴリズムという方法が

知られている。EM アルゴリズムは降下法と同様、

解を逐次改良していく繰り返しのアルゴリズムであ

り、ある種の確率モデルの学習においては、大域的

最適解への良好な収束性や特に初期段階でのはやい

収束性が知られている。音声認識などで活発に議論

されている隠れマルコフモデルや混合モデルなどの

パラメータ推定のアルゴリズムとして有効な方法と

いえる。最近では、良い解説論文や文献も揃うよう

になり、多くの研究がなされるようになっている。

EM アルゴリズムはパラメータ �をある適当な

初期値に設定し、E-STEP（Expectation Step）と

M-STEP（Maximization Step）と呼ばれる２つの

手続きを繰り返すことにより �の値を逐次更新す

る方法であり、次のように定式化される。

１．パラメータの初期値を点 ������にとり、

	��とする。

２．	�������� に対して２つの STEP をくり

かえす。

�E-STEP：完全データの対数尤度 �
�
�����

の、データ �とパラメータ ��	�に関する条

件付期待値を求める。すなわち、

�����
��
�
����������	��

��
����

�������	���
�
������� �

を計算する。

�M-STEP：����を最大化する �を ��	���と

おく。

なお、不完全データ �が与えられたときの完全デー

タ �の条件付分布は、


��������

�����

������
������� �

で与えられる。

以上が E-STEP、M-STEP であり、パラメータ

の値が収束するまで繰り返す。単峰形の尤度関数の

場合にはその収束値が最尤推定値であることが保証

されている。

ここで、不完全な一対比較行列から統計的に最尤

なウェイトを求めるアルゴリズムを構成してみよ

う。具体的には AHP に EM アルゴリズムを適用

し、E-STEP、M-STEP を構築する。
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まず定義した尤度関数より、E-STEP を考える。

E-STEPは、パラメータについての条件付期待値

を求めるものであるため、求めるウェイト��

������������� をパラメータと考えれば、

�������������������������	�����
��
������ �

を求めることになる。ただし、��は与えられた不

完全な一対比較行列であるとする（すなわち、EM

アルゴリズムにおける不完全データに対応する）。

本稿では以下簡便のため ��を既知とし、

	�
�
�����
�が得られている� �

	�
�
�����
�が欠損� �

	�	�
�
����
��� �

とすると。このとき、

�������� �
�
����	

��	���

���
�

��������
�
����	

��	���

���
����� �

と分解でき、期待値操作が得られる。

容 易 に 分 か る こ と で あ る が、E-STEP は

�
����	に対し �

�
�����



�����
�
���より、�

�

���を求

めることが E-STEP となる。そのような �

�
���を

使って、�������は

�������� �
�
����	

��	���

���
� �
� �
�
����	

��	���

�
�����
�

と与えられる。

次に M-STEP は、E-STEP で得られた �������

を最大化する �を求め、������とすることになる。

ここで、


�が正規分布に従うと仮定しているため

に、最尤推定を行なうことは �
の最小二乗推定を

行なうことと等価となる。先述のように、完全な一

対比較行列からの最小二乗法の解は幾何平均で与え

られる。

よって、得られた �
�
���を元の行列の欠損部分に

代入し、その行列の幾何平均を求め、

�
�������
�
�����
��
�

�����
����
�

������ �� �

とすることが M-STEP となる。以上が、E-STEP、

M-STEP である。

また、このアルゴリズムの終了条件は

	�
�����
�����	�� �

とすればよい。ただし、�は事前に設定する値であ

る。このアルゴリズムにより尤度は単調増加する。

アルゴリズムをまとめると、次のようになる。

１．初期値 ����を決め、���とする。

２．E-STEP

�
���
���に �������
���
���

���
�����

���� �� を

代入し，欠損箇所について �
�
�����


���
���
���を

求める。

３．M-STEP

E-STEP で得られた �
�
���を欠損個所に代入し

た行列 ����から、幾何平均によりウエイト

を求め、������とする。

４．収束条件を満たせば終了。満たさなければ

�����として �ヘ戻る。

という簡単なアルゴリズムとなる。EM アルゴリズ

ムを用いた AHP のウェイト推定法は、厳密に最尤

推定量が得られることが示されている［２６］。

６ おわりに

本稿では、AHP のモデルについて概観し、対数

最小二乗法に基づく評価値（ウェイト）推定法につ

いて、統計学的視点から導かれるいくつかの整合性

評価指標、ウェイト推定法を示した。AHP という

手法はその適用対象によって用いるべき推定法は異

なると考えられる。人間の主観的判断をモデル化す

るような場合に、固有ベクトル法を用いるべきか、

86



幾何平均法（対数最小二乗法）を用いるべきかとい

う問題については、適用例からの帰納的な方法に

よって評価を定めていく必要があろう。実際には、

AHP では通常の統計学的な仮定は成り立たないと

見るのが一般的のようである。しかし、それ自体が

幾何平均法を全否定するものではない。

しかしながら、多変量解析と同様に、推定された

AHP モデルが現実をどのようにモデル化できてい

るか、あるいはそのモデルの精度はどの程度か、と

いったモデルの整合性評価はなるべく多角度から行

われる方が良い。その意味で、統計学的なアプロー

チは一つのモデル検証の方法群を与えるものと考え

られる。これらの手法の評価については、現在も研

究が進められている段階である。さらなる研究に

よって、これらの議論がさらに突き詰められること

を期待したい。
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