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あらまし J. Rissanenによって提案されたMDL（Minimum Description Length）原理は，符号長を最小化
する確率モデルを選択するという点で一種のモデル推定機構を備えている．一方，確率モデルを特定せず，それ
らの混合をとって符号化関数を求めるのがベイズ符号である．MDL原理に基づく符号（MDL符号）はベイズ理
論と関連深いことが既に指摘されているが，これは確率モデルの記述長の定義が暗に事前分布を仮定しているこ
とを意味するからである．本論文ではそれぞれが異なる事前分布をもつ場合を含めて，MDL符号とベイズ符号
の符号長の差異を漸近解析する．その結果，モデル族が離散の場合には真のモデルに高い事前分布を仮定した方
（つまり，有利な事前分布を仮定した方）の符号が優れるが，パラメトリックモデル族の場合には，MDL符号に
有利な事前分布が仮定された場合でも，その差がある範囲内であれば，MDL符号よりベイズ符号の方が符号長
が小さくなることを明らかとする．
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1. ま えが き

J. Rissanenによって提案された MDL 原理 [14]～

[17]は，情報源符号化やデータ解析，統計的学習理論

の分野において広く研究されている．これはデータと

確率モデルを同時に符号化することにより，データの

一意復号可能な符号化を実現する方法である．その際

に，合計の符号長を最小化するような確率モデルで符

号化するという点で，一種のモデル推定機構を備えて

いる．

一方，確率モデルを特定せず，それらの混合をとっ

て符号化関数とするのがベイズ符号であり [3], [11]，現

在では FSMX情報源に対して効率的なアルゴリズム

が研究されるに至っている [10], [12], [21]．MDL原理

に基づく符号（MDL符号）はベイズ理論と関連深い

ことが既に指摘されている．なぜなら，最小記述長

を計算する際に，確率モデルの記述長が定義される

が，これは確率モデルに暗に事前分布を仮定している
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ことを意味するからである．Rissanenは Stochastic

Complexityを提案するなど，MDLをベイズ的枠組

みからも発展させた [16]（注 1）．更に，B.S. Clarke and

A.R. Barronによってベイズ符号の冗長度の漸近的な

解析が行われ [3]，T. Matsushimaらによって，この

方法がベイズ最適であること，1パスと 2パスの符号

化でのロスは生じないこと，ミニマックス基準で事前

分布を決定できることなどが示された [11]．

MDL符号，ベイズ符号の性質に対しては，様々な

視点から研究が行われており，Rissanenによって，同

じ事前分布のもとで，ベイズ符号の符号長が MDL符

号の符号長を下界することが示されている [16]．また，

漸近的解析に基づけば，両平均符号長は o(logn) で

一致することが知られている [8]．また，ベイズ符号

を推定量として見ると，一般にもとのモデル族に含ま

れないことから，これをもとの族に射影した射影ベイ

（注 1）：Rissanenは過去の論文においてベイズ符号の符号長を統計的
複雑さを測る基準として提案し，これを Stochastic Complexityと定
義している [16]．また現在では，あらゆるユニバーサル符号化の中での
最小記述長 [23]，あるいは最ゆう符号化の符号長 [17]として定義されて
いる．本論文ではこれらの符号についてはふれない．

698 電子情報通信学会論文誌 A Vol. J82–A No. 5 pp. 698–708 1999年 5 月



論文／事前分布が異なる場合のMDL原理に基づく符号とベイズ符号の符号長に関する解析

ズ推定量とMDL推定量との関係を解析した研究もあ

る [19]．また，階層構造のモデル族に対して離散モデ

ルとパラメータの両方で混合をとったベイズ符号の冗

長度 [10]やベイズリスクの上界 [22]を解析した結果が

あり，いずれも興味深い結果が得られている．またこ

れらの結果を踏まえ，筆者らは先に，同じ事前分布の

もとで，同じデータ系列を符号化したときのMDL符

号とベイズ符号の符号長の差を直接解析し，その差が

たかだか定数オーダであることを示した [7]．しかし，

異なる事前分布を仮定した場合に両符号長の差はどの

ようになるか，という点については解析がなされてい

ない．

本論文では，異なる事前分布をもつ場合に対し，

MDL符号とベイズ符号の符号長の差異を解析し，両

符号長の漸近的な大小関係を明らかにする．その結果，

モデル族が離散の場合，漸近的には真のモデルに高い

事前分布を仮定した方の符号が優れ，一方，パラメト

リックの場合には，異なる事前分布をもつ場合でもそ

の差がある値以内であれば，ベイズ符号の符号長の方

が短くなることを明らかにする．

2. MDL符号とベイズ符号

次にMDL符号とベイズ符号を定義する．X を離散
アルファベットとし，その要素である情報源記号を x

で表す．xn = x1x2 · · ·xn を情報源からの長さ n の

系列とする．P (·) は確率関数を，f(·) は確率密度関
数を表すものとする．また，本論文を通じて対数の底

は e とし，（理想）符号長の単位も natとする．

1）離散的な場合：P (xn|m) を xn を符号化する

ための符号化確率，C(m) を確率モデル m を記述す

るのに必要な符号長とすれば，MDL 符号の符号長

LmMDL(x
n) は，

LmMDL(x
n) = min

m
{− logP (xn|m) +C(m)} ,

(1)

となる．mは有限集合Mの要素で，
∑
m

e−C(m) = 1

を仮定する [13]（注 2）．この場合，確率モデル m の符号

長 C(m)の定義は mの事前確率を PM (m) = e−C(m)

と仮定することと等価である [13], [17]．このとき，

LmMDL(x
n) = min

m
{− logP (xn|m)−logPM (m)} ,

(2)

である．一方，ベイズ符号の符号長 LmBayes(x
n) は，

LmBayes(x
n) = − log

∑
m

P (xn|m)PB(m), (3)

で表される．ここで，PB(m) はベイズ符号における

離散的なモデル m の事前確率である．

2）パラメトリックなモデルの場合：次に確率モデ

ルが（連続の）k 次元未知パラメータで特定されるパ

ラメトリックなクラスを考える．Rissanenが示した

パラメータを量子化してそれらに符号長を割り当て

るという操作も，暗にパラメータ上に事前分布を仮

定していると見ることができる．{P (·|θk)|θk ∈ Θk}
をパラメトリックモデル族とし，パラメータに対す

るある事前分布 f(θk) はパラメータ集合 Θk 上に仮

定されているものとする．ここで，Θk は Rk の有界
な開部分集合とする．k 次元パラメータ θk の量子化

後の代表点を θ̄k で表し，代表点 θ̄k で代表される直

方体セルの j 番目の辺の長さを αj(θ̄
k) とおく．す

ると，それらの量子化されたパラメータ θ̄k に対し，

− log fM (θ̄k)−∑
j
logαj(θ̄

k) の符号長で語頭条件を

満足する符号を構成することができる [13]．ここで，

fM (θk) は MDL符号における θk の事前確率密度で

あり，
∑
θ̄k fM (θ̄k)

∏
j
αj(θ̄

k) = 1 となるように θ̄k

を選んでいるものと仮定する．したがってこの場合，

離散化した θ̄k の事前確率を，fM (θ̄k)
∏
j
αj(θ̄

k) と

定義して符号化していることと等価になる．このとき，

MDL符号の符号長は，

Lθ̄
k

MDL(x
n)

=min
θ̄k

{
−logP (xn|θ̄k)−log fM (θ̄k)

k−1∏
j=0

αj(θ̄
k)

}
,

(4)

で与えられる．ここで，量子化幅は大きすぎても小さ

すぎても符号長が伸びてしまい，最適な量子化幅が議

論できることが知られている．その漸近的に最適な

量子化セルは（最ゆう推定量の漸近正規性の仮定（後

述の条件 2，（ 2））のもとで），フィッシャー情報行列

I(θk) の主軸方向を向き，

k−1∏
j=0

α∗
j (θ̄

k) =
1

√
n
k
√

det I(θ̄k)
, (5)

（注 2）：
∑
m
e−C(m) > 1 とすると語頭条件を満足する符号が存在

しなくなるし，
∑
m
e−C(m) < 1 であればその分符号長にロスが生

じる．
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を満たすような量子化幅 α∗
j (θ̄

k)，j = 0, 1, · · · , k − 1

で与えられる [8], [19], [20]．

一方，ベイズ符号の符号長は

Lθ
k

Bayes(x
n) = − log

∫
θk

P (xn|θk)fB(θk)dθk,

(6)

となる．fB(θ
k) はベイズ符号におけるパラメータの

事前密度である．式 (6)は，事前分布 fB(θ
k) に対し

てベイズ最適な符号を与えている．

以上のように，ベイズ符号は，符号化関数として，

候補となるすべての確率モデルの混合をとることを許

容する点が特徴である．

3. 符号長の差に関する解析

事前分布が同じ場合，ベイズ符号の符号長が MDL

符号の符号長を下界することが Rissanenによっても

示されている [16]．以下では，異なる事前分布をもつ

場合を含めて符号長の差を考察する．

3. 1 離散的モデル族の場合

離散的に表現されるモデル族に対するベイズ符号長

とMDL符号長はそれぞれ式 (2)，(3)で与えられる．

ここで，離散有限モデル族M について，以下の条

件を仮定する．

［条件 1］

（ 1） すべてのモデル m ∈ Mに対して，PM (m) >

0，PB(m) > 0 とする．

（ 2） 真のモデル m∗ は M 内で唯一であるものと

する．すなわち，m |= m∗，D(Pm∗ ;Pm) = 0 を満た

すモデル m は存在しない．ここで，D(Pm∗ ;Pm) は

真の分布 P (·|m∗) からの P (·|m) の KL 情報量であ

り，次式で定義される．

D(Pm∗ ;Pm)

= lim
n→∞

1

n

∑
xn

P (xn|m∗) log
P (xn|m∗)
P (xn|m)

. (7)

（ 3） 集合 D1 を D(Pm∗ ;Pm) |= 0 を満たすモデ

ル m，すなわち真のモデル以外のモデルの集合とす

る．このとき，∀m ∈ D1 に対して，n → ∞ のとき，∣∣∣∣ P (xn|m)

P (xn|m∗)

∣∣∣∣ → 0, a.s. (8)

が成り立つ（注 3）． ✷

このとき，次の定理が成り立つ．

［定理 1］ 条件 1のもとで，式 (2)に対して，以下の

関係が成り立つ．

LmMDL(x
n)

= − log
∑
m

P (xn|m)PM (m)− logPM (m̂|xn).

(11)

ただし，m̂ は事前分布 PM (m) のもとでの事後確

率 PM (m|xn) を最大化する確率モデルである．
（証明）ベイズの定理より，

P (xn|m)PM (m) = PM (m|xn)PM (xn), (12)

である．ここで，PM (xn) は，

PM (xn) =
∑
m

P (xn|m)PM (m), (13)

である．よって，

− logP (xn|m)− logPM (m)

= − logPM (m|xn)− logPM (xn), (14)

であり，これを式 (2)に代入すると，PM (xn)はMDL

の最小化に無関係なことから，

LmMDL(x
n)

= min
m

{
− logPM (xn)− logPM (m|xn)

}
= − logPM (xn)− logPM (m̂|xn),

が得られ，式 (11)が成り立つ． ✷

この定理は，同じ事前分布のもとでは，ベイズ符号

がMDL符号より − logPM (m̂|xn)だけ符号長を短く
符号化することを意味し，有限長でのベイズ符号の優

位性を示している．次に，事前分布が異なる場合の符

号長の差を解析するためにまず，− logPM (m̂|xn) が
実際にどの程度のオーダになるかを考えてみる．

（注 3）：例えば KL情報量に対する大数の強法則

1

n
log
P (xn|m∗)
P (xn|m) → D(Pm∗ ;Pm), a.s. (9)

が成り立てば，式 (8)も成り立っている．式 (8)はすなわち

∞∑
n=1

P
∗
{
P (xn|m)
P (xn|m∗)

>= ε

}
<∞, (10)

が成り立っていることを意味する（Borel-Cantelliの補題 [5]）．
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［補題 1］ 条件 1のもとで，任意の事前分布 PM (m)

に対して，

− logPM (m̂|xn) = o+(1), a.s. (15)

が 成 り 立 つ ．た だ し ，o+(1) は 正 で か つ

limn→∞ o+(1) = 0, a.s. となる項である．

（証明）

PM (m|xn) ∝ P (xn|m)PM (m), (16)

と条件 1，（ 1）及び式 (8)より，n → ∞ のとき∣∣∣∣ PM (m|xn)
PM (m∗|xn)

∣∣∣∣ → 0, a.s. (17)

が成り立つ．したがって，n → ∞ のとき，

PM (m∗|xn) → 1, a.s. (18)

も成り立ち，これより

− logPM (m̂|xn) = o+(1), a.s. (19)

を得る． ✷

一方で，ベイズ符号の符号長に関しては以下が成り

立つ．

［補題 2］ 条件 1のもとで，任意の事前分布 PB(m)

に対して，次式が成り立つ．

− log
∑
m

P (xn|m)PB(m)

= − logP (xn|m∗)− logPB(m
∗)− o+(1), a.s.

(20)

（証明）付録 1.参照． ✷

以上により，異なる事前分布をもつ場合の，MDL

符号とベイズ符号の符号長に関して，次の補題が成り

立つ．

［補題 3］ 条件 1のもとで，式 (2)と式 (3)に対して

以下の式が成り立つ．

LmMDL(x
n) = LmBayes(x

n)− log
PM (m∗)
PB(m∗)

+ o(1),

a.s. (21)

o(1) は limn→∞ o(1) = 0, a.s. となる項である．

（証明）定理 1より，

LmMDL(x
n) = LmBayes(x

n)

− log
∑
m

P (xn|m)PM (m)

+ log
∑
m

P (xn|m)PB(m)

− logPM (m̂|xn), a.s. (22)

が得られるから，補題 1と 2を適用して式 (21)を得

る． ✷

この補題と定理 1より，漸近的なMDL符号とベイ

ズ符号の符号長の差について，次の定理が成り立つ．

［定理 2］ 条件 1のもとで，n → ∞ のとき，以下の

不等式が成り立つ（注 4）．

PM (m∗) > PB(m
∗) のとき，

LmMDL(x
n) < LmBayes(x

n), a.s.

PM (m∗) < PB(m
∗) のとき，

LmMDL(x
n) > LmBayes(x

n). a.s.

PM (m∗) = PB(m
∗) のとき，両者は漸近的に等価

である． ✷

最後の条件式 PM (m∗) = PB(m
∗)を，∀m ∈ Mに

対して PM (m) = PB(m)と置き換えれば，任意の xn

(n = 1, 2, · · ·)に対して LmMDL(x
n) >= LmBayes(x

n)と

なる [16]．もし，∀m ∈ Mに対して P (xn|m) > 0か

つ P (m) > 0 であれば，LmMDL(x
n) >= LmBayes(x

n)

となることも容易にわかる．

この定理より，両符号化では，真のモデル m∗ に高

い事前分布を仮定した方の符号が漸近的に符号長が短

くなる．これは，有利な事前分布を仮定した方が優れ

るという直感と一致する結果といえる．ただし，その

符号長の差は O(1)であるので，各々の符号長が O(n)

であることから，事前分布が異なる場合でも，1記号

当りの平均符号長は O(1/n)で一致することがわかる．

同じ事前分布の場合には，データ数 n が有限の場

合でもベイズ符号の方が符号長を短くできることが示

せたが，このように事前分布が異なる場合には，漸近

的な符号長の大小関係しか示すことができない．これ

は，事前分布が異なる場合には，ある有限長の xn に

対してはこの大小関係が逆転する可能性があるからで

ある．

（注 4）：本論文では，事象 Ak, k = 1, 2, · · · が真の確率測度 P∗ に
対して，P∗ (

lim supk→∞(Ak)
C
)
= 0（すなわち，事象 (Ak)

C

k = 1, 2, · · ·のうち無限回が起こる確率は 0）を満たすことを，“k → ∞
のとき Ak がほとんど確実に成り立つ”と述べることにする．ただし，
(Ak)

C は Ak の補事象である．このことはよりシンプルに “十分大き
な k に対して常に Ak は成り立つ”などと記述されることもある．
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3. 2 パラメトリックなモデル族の場合

パラメトリックモデル族に対する MDL 符号とベ

イズ符号は式 (4)，(6)で定義される．データ系列 xn

は真の分布 P (·|θk∗) に従って発生するものとする．
θk∗ ∈ Θk は真のパラメータである．

ここで，本論文で扱うパラメトリックモデルクラス

に対して以下を仮定する．

［条件 2］

（ 1） θi を θk の第 i 要素，行列 I(xn, θk)の i− j

要素を

Iij(x
n, θk) = − 1

n

{
∂2 logP (xn|θk)

∂θi∂θj

}
, (23)

と定義し，この行列の P (·|θk)による期待値の n → ∞
の極限を I(θk) で表す．すなわち，I(θk) の要素は，

Iij(θ
k) = − lim

n→∞
1

n
E

[
∂2 logP (xn|θk)

∂θi∂θj

]
, (24)

で与えられる．このとき，I(θk) の要素は Θk 上で

連続で，またすべての θk ∈ Θk に対して 0 < C0 <=√
det I(θk) < ∞ が成り立つものとする（注 5）．I(θk)

は Fisher情報行列と呼ばれる．

（ 2） パラメータの最ゆう推定量 θ̂k = θ̂k(xn) は

漸近正規性を満たす．すなわち，ηk =
√

n
(
θ̂k − θk∗

)
の事後分布は，原点を平均とし，共分散 I−1(θk∗) の
正規分布に収束する．言い換えると Rη(0) を原点を

中心とする任意の直方体とすると，

P ∗{ηk ∈ Rη(0)} −→√
det I(θk∗)

(2π)k/2

∫
Rη(0)

exp
{
−1

2
‖ ηk ‖2I(θk∗)

}
dηk,

(25)

が成り立つ．ここで，P ∗{·} は真の分布 P (·|θk∗) に
よる確率測度である．

（ 3） パラメータに対する事後分布は漸近的に

正規分布に収束するものとする．すなわち，ξk =√
n
(
θk − θ̂k

)
の事後分布は，平均ゼロベクトル，共分

散 I−1(θ̂k) の正規分布に収束する．すなわち，Rξ(0)

を原点を中心とする任意の直方体とすると，

P{ξk ∈ Rξ(0)|xn} −→√
det I(θ̂k)

(2π)k/2

∫
Rξ(0)

exp
{
−1

2
‖ ξk ‖2

I(θ̂k)

}
dξk,

a.s. (26)

が成り立つ（注 6）．

（ 4） ゆう度関数 P (xn|θk) は θk に関して単峰形

であるとし，その最大値をとる最ゆう推定量 θ̂k は強

一致推定量であるとする．すなわち，∀ε > 0 に対し

てある nε が存在して，n > nε のとき，∥∥θ̂k − θk∗
∥∥ <= ε, a.s.

が成り立つ．

（ 5） すべての θk ∈ Θk に対して，f(θk) > 0 と

する．

（ 6） 事前密度関数の θk は次式を満たす．

∀θk ∈ Θk,

∥∥∥∥∂fM (θk)

∂θk

∥∥∥∥ < cf , (27)

∀θk ∈ Θk,

∥∥∥∥∂fB(θ
k)

∂θk

∥∥∥∥ < cf , (28)

ただし，cf はある有限値である．更に，∀θk ∈ Θk に

対して，

0 < C1 <=
fM (θk)

fB(θk)
<= C2 < ∞, (29)

であるとする．ただし，C1，C2 は正定数である．

（ 7） 量子化されたパラメータの各セルに番号を付

ける．Θkl を l 番目の量子化セル内のパラメータの集合

とする．これらのセルの個数は，全体のパラメータ集合

の境界における誤差を考慮しても O(1/min
∏
j
αj)で

ある．このとき，∪lΘkl = Θkかつ i |= j，Θki ∩Θkj = φ

とする． ✷

パラメータの事後分布が漸近正規性をもつための十

分条件については，例えば [4]などがある．これを満た

す分布族としては，例えば事前分布にディレクレ分布

を仮定した多項分布族，有限マルコフ情報源，FSMX

（注 5）：0 < C0 <=
√
det I(θk) は通常の確率モデルでは一般に仮定

できる．しかし，通常符号化に適用される分布族で，
√
det I(θk) <∞

であるが，
√
det I(θk) < C′

0
< ∞ は成り立たないものは存在

する．例えば 2 項分布では，パラメータ（シンボルの正規確率）

θ を (0, 1) 上に定義すれば，
√
det I(θ) = ∞ とはならないが，

lim
θ→0 or 1

√
det I(θ) = ∞ であるから有界ではない．

（注 6）：∀R > 0 が与えられたもとで，
∣∣Rξ(0)∣∣ < R となる Rξ(0)

に対して一様に式 (26)が成り立つ．これは事前密度が仮定されたもと
で，事後密度関数も正規密度関数に慨収束することを示している．ま
た，I(θ̂k) は Fisher情報行列であるが，厳密には若干異なる情報行列
を使う必要がある．しかし，θk∗ の近傍での議論になるので，漸近的に
Fisher情報行列で置き換えることができる．
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情報源（注 7）などがある．これはディレクレ分布の共役

性から [1]，pp.290–294の議論より明らかである [7]．

またこれらの分布族が条件 2全体を満たすことは [5]

より明らかである．

パラメータを量子化した後を考えれば，これらの仮

定のもとで以下の補題が成り立つ．

［定理 3］ ξ̄k =
√

n(θ̄k − θ̂k) と定義する．このとき

条件 2のもとで，式 (4)は次式で与えられる．

Lθ̄
k

MDL(x
n) = Lθ

k

Bayes(x
n)

−max
ξ̄k



log

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

+ log

fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)



. (30)

ただし，fξ,B(ξ̄
k|xn) は fB(·) を Θk 上の事前分布と

したときの，ξk =
√

n(θk − θ̂k) で形成される空間上

の事後確率密度であり，fB(θ
k|xn) を θk の事後確率

密度

fB(θ
k|xn) = P (xn|θk)fB(θk)∫

θk

P (xn|θk)fB(θk)dθk
, (31)

として

fξ,B(ξ̄
k|xn) = 1√

n
k
fB(θ

k|xn), (32)

で与えられる（注 8）．

（証明）MDL符号とベイズ符号の定義より，

Lθ̄
k

MDL(x
n)

= Lθ
k

Bayes(x
n)

−max
θ̄k


log

P (xn|θ̄k)fB(θ̄k)∫
θk

P (xn|θk)fB(θk)dθk

+ log
fM (θ̄k)

fB(θ̄
k)

+
1

√
n
k
√

det I(θ̄k)


 .

(33)

であることから明らか． ✷

この定理より，式 (30)の右辺第 2項によって，MDL

符号とベイズ符号の大小関係が決まることがわかる．

以下では，この右辺第 2項を漸近的に評価することに

より，漸近的な両符号の符号長の差を解析する．

［補題 4］ r > 0に対して，A(r)と Ā(r)を以下のよ

うに定義する．

A(r) =

{
ξ̄k

∣∣∣∥∥ξ̄k
∥∥
I(θ̂k)

> r, θ̂k +
1√
n
ξ̄k ∈ Θk

}
,

(34)

Ā(r) =

{
ξ̄k

∣∣∣∥∥ξ̄k
∥∥
I(θ̂k)

<= r, θ̂k +
1√
n
ξ̄k ∈ Θk

}
,

(35)

このとき，

ξ̃k = argmax
ξ̄k



log

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

+ log

fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)



. (36)

とすれば，条件 2のもとで，n → ∞ のとき

ξ̃k ∈ Ā(r), a.s. (37)

を満たすような r > 0 が存在する．

（証明）付録 2.参照． ✷

この定理は，式 (30)の右辺第 2項の最大化は，Ā(r)

内の ξ̄k のみを考えればよいことを示している．この

補題を用いると，次の結果が導かれる．

［補題 5］ 条件 2のもとで，∀ε > 0に対して，n → ∞
のとき

k

2
log 2π − log

fM (θk
∗
)

fB(θk
∗)

− ε

<= Lθ̄
k

MDL(x
n)− Lθ

k

Bayes(x
n)

<=
k

2
log 2π +

1

2
− log

fM (θk∗)
fB(θk∗)

+ ε, a.s. (38)

（注 7）：ただし，シンボルの正規確率を表すパラメータの真値が 0や 1

の端点となる場合を除く．このような Fisher情報行列が無限大となる
点では特別な解析が必要となる．
（注 8）：ξk =

√
n(θk − θ̂k) という関係より明らか．
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が成り立つ．

（証明）付録 3.参照． ✷

ここで，− log fM (θk∗)
fB(θ

k∗) < 0 は，真のパラメータに

対して，MDL符号の方が高い事前分布を仮定してい

ることを意味するが，漸近的には − log fM (θk∗)
fB(θ

k∗) が
k
2
log 2π をキャンセルするほど小さくなければ，ベイ

ズ符号の符号長が MDL符号の符号長よりも小さくな

ることがわかる．よって補題 5と補題 6より，MDL

符号とベイズ符号の符号長の差に関して，次の定理を

得る．

［定理 4］ 条件 2のもとで，もし fB(θ
k∗) < fM (θk∗)

であっても，

log
fM (θk∗)
fB(θk∗)

<
k

2
log 2π, (39)

の範囲内であれば，n → ∞ のときほとんど確実に，

MDL符号の符号長よりもベイズ符号の符号長が短く

なる． ✷

この定理から，真のパラメータに高い事前確率密度

を仮定することが符号長に対して有利であるが，たと

えこの意味でベイズ符号に不利な事前分布が仮定され

た場合でも，ある範囲内であればやはりベイズ符号の

符号長が短くなるというベイズ符号化の優れた特性が

理解できる．

4. 考 察

離散モデル族に対する符号長は，両符号化のうち，

真のモデルに高い事前確率を仮定した方の符号長が短

くなったが，これは同じ事前分布を仮定した場合には

モデルを一つ選択する方法とすべてのモデルの混合

を用いる方法による符号長の差が漸近的に 0に収束

することに起因する．つまり，同じ事前分布のときに

MDL符号とベイズ符号は漸近的等価になるので，事

前分布が異なる場合には真のモデルに高い事前確率を

仮定した方がより符号長を短くできるわけである．一

方，パラメトリックなモデル族の場合には，真のモデ

ルに MDL符号よりも小さい事前密度を仮定したとし

ても，ある範囲内であれば漸近的にベイズ符号が優れ

ることがわかる．これは，パラメータの事後分布の主

軸方向の標準偏差と量子化幅が漸近的に等しいので，

真のパラメータを含むセルの事後確率は常に 1以下の

定数で抑えられ，1に収束しないこと，つまり真のセ

ルというものを特定することができない（注 9）ことに起

（注 9）：そもそも真のセルというものは存在しない．

因する．この結果は，連続のパラメータを離散化する

操作が必ずしも有効ではないことを示している．

5. む す び

本論文では，事前分布の異なる場合について，MDL

符号とベイズ符号の差を符号長の面から解析した．そ

の結果，離散モデル族の場合には，漸近的に真のモデ

ルに高い事前分布を仮定した方が優れるという，極め

て自然な結果が得られた．一方，パラメトリックなモ

デル族の場合には，真のパラメータに MDL符号より

低い事前分布を仮定したとしても，ある範囲内であ

れば，漸近的にベイズ符号が優れることが明らかと

なった．
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付 録

1. 補題 2の証明

簡単な計算により，

− log
∑
m

P (xn|m)PB(m)

= − log

{
P (xn|m∗)PB(m

∗)

+
∑
m∈D1

P (xn|m)PB(m)

}

= − logP (xn|m∗)− logPB(m
∗)

− log

{
1 +

∑
m∈D1

P (xn|m)PB(m)

P (xn|m∗)PB(m∗)

}
.

(A·1)
ここで，m |= m∗ に対しては， P (xn|m)

P (xn|m∗) → +0,a.s.

であるから，∑
m∈D1

P (xn|m)PB(m)

P (xn|m∗)PB(m∗)
= o+(1), a.s.

(A·2)
となり，よって，

log

{
1 +

∑
m∈D1

P (xn|m)PB(m)

P (xn|m∗)PB(m∗)

}

= o+(1), a.s. (A·3)

となって，補題が示された． ✷

2. 補題 4の証明

まず，ξ̄k ∈ A(r) の場合について考える．このとき∥∥ξ̄k
∥∥
I(θ̂k)

> r である．条件 2，（ 3）より，ξk の事後

密度 fξ,B(ξ
k|xn)は Rξ(0) ∈ {|Rξ(0)| < ∀R}に対し

て一様に式 (26)を満たし，また条件 2，（ 4）よりゆう

度関数は単峰形であり，更に条件 2，（ 6）より事前密

度の導関数は有界であることから，R を十分大きく

とれば，∀ξ̄k ∈ A(r) と ∀ε1 > 0，∀r > 0 に対して，

n → ∞ のとき，

fξ,B(ξ̄
k|xn) <=

√
det I(θ̂k)

(2π)k/2
e−

r2
2 + ε1, a.s.

(A·4)

が成り立つ．更に，条件 2，（ 1），（ 6）より，∀θk ∈ Θk

に対して，

0 < C0 <=
√

det I(θk) < ∞, (A·5)

0 < C1 <=
fM (θk)

fB(θk)
<= C2 < ∞, (A·6)

であることから，∀ξ̄k ∈ A(r) と ∀ε1 > 0，∀r > 0 に

対して，n → ∞ のとき

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)
fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

<=
C2

C0(2π)k/2

{√
det I(θ̂k)e−

r2
2 +ε1(2π)

k/2

}
,

a.s. (A·7)

が成り立つ．r > 0 と ε1 > 0 は任意だったので，こ

の右辺は任意に小さくできることがわかる．

次に，ξ̄k ∈ Ā(r) の場合を考える．
√

det I(θk) の

θk に関する微係数が存在するので，ξ̄k ∈ Ā(r) に対

して，∣∣∣∣∣
√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)
−

√
det I(θ̂k)

∣∣∣∣∣ <=
Kr(θ̂

k)√
n

,

(A·8)

を満たす Kr(θ̂
k) が存在する．一般に，Kr(θ̂

k) > 0

は θ̂k に依存する．
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もし n → ∞ のとき
√

det I(θ̂k) → ∞ であるとす

ると，一般に Kr(θ̂
k) → ∞ となってしまう．しかし

条件 2，（ 4）より，θk∗ ∈ Θk と ∀ε2 > 0 に対して，

n → ∞ のとき∥∥θ̂k − θk∗
∥∥
I(θk∗) < ε2, a.s. (A·9)

が成り立つ．したがって，∀ε3 > 0 に対して n → ∞
のとき，

Kr(θ̂
k) <= Kr(θ

k∗) + ε3, a.s. (A·10)
が成り立つ．ここで，Kr(θ

k∗) は確率変数である θ̂k

には依存せず，真のパラメータ θk∗ に依存する（注 10）．

したがって式 (A·6) とから，∀ε3 > 0 に対して

n → ∞ のとき，

C1fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I(θ̂k) +
Kr(θ

k∗) + ε3√
n

<=
fξ,B(ξ̄

k|xn)√
det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)
fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

) ,

a.s. (A·11)
が成り立ち，このとき同様に，

C1 max
ξ̄k∈ ¯A(r)

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I(θ̂k) +
Kr(θ

k∗) + ε3√
n

<= max
ξ̄k∈Ā(r)

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k+

ξ̄k√
n

)
fM

(
θ̂k+

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k+

ξ̄k√
n

) ,

a.s. (A·12)
が成り立つ．

ここで，ξ̄k ∈ Ā(r) に対しては，条件 2の漸近正規

性の仮定と事後確率密度の連続性より，∀ε4 > 0 に対

して n → ∞ のとき，∣∣∣∣∣fξ,B(ξ̄k|xn)−
√

det I(θ̂k)

(2π)k/2
e−

‖ξ̄k‖2
I(θ̂k)
2

∣∣∣∣∣ < ε4,

a.s. (A·13)
が成り立つ．一方，ξk 空間上での MDLの量子化幅

α∗
ξj
(ξ̄k), j = 0, 1, · · · , k − 1 は，フィッシャー情報行

列の主軸方向を向き，かつ

k−1∏
j=0

α∗
ξj (ξ̄

k) =
1√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

) (A·14)

を満たすこと，及び式 (A·8)，(A·13)とから，∀ε5 > 0

に対して，n → ∞ のとき，√
det I(θ̂k)

(2π)k/2
e−

1
2 − ε5 <= max

ξ̄k∈Ā(r)
fξ,B(ξ̄

k|xn)

<=

√
det I(θ̂k)

(2π)k/2
+ ε5, a.s.

(A·15)
が成り立つ．したがって，式 (A·12) と式 (A·15) よ
り，∀ξ̄k ∈ Ā(r) と ∀ε3, ε5 > 0 に対して，n → ∞ の

とき，

C1√
det I(θ̂k) +

Kr(θ
k∗) + ε3√
n

·




√
det I(θ̂k)

(2π)k/2
e−

1
2 − ε5




<= max
ξ̄k∈Ā(r)

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

·
fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

) , a.s. (A·16)

が成り立つ．

ε3, ε5 > 0は任意でかつ，条件 2，（ 4）より n → ∞
で θ̂k → θk∗, a.s. であるから，∀ε6 > 0 に対して，

n → ∞ のとき，

C1e
− 1

2

(2π)k/2
− ε6

<= max
ξ̄k∈Ā(r)

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k+

ξ̄k√
n

)
fM

(
θ̂k+

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k+

ξ̄k√
n

) ,

a.s. (A·17)

（注 10）：もちろん，もし 0 < C0 <

√
det I(θk) < C′

0
< ∞，が

∀θk ∈ Θk に対して仮定できれば，∀θ̂k ∈ Θk に対して Kr(θ̂k) < Kr
となる Kr > 0 が存在する．
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が成り立つ．

r は任意であったこと，式 (A·7)において正数 ε1 も

任意であること，及び式 (A·17)の左辺は正定数で下
界されることから，十分大きい r を選べば，n → ∞
のとき，

ξ̃k ∈ Ā(r), a.s. (A·18)

が成り立つ． ✷

3. 補題 5の証明

補題 4より次式が成り立つ．

max
ξ̄k

log
fξ,B(ξ̄

k|xn)√
det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)
fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

= max
ξ̄k∈Ā(r)

log
fξ,B(ξ̄

k|xn)√
det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

·
fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

) a.s. (A·19)

fM (θk)，fB(θ
k) の連続性と r が定数であること，

及び θ̂k → θk∗, a.s. より，∀ε7 > 0 と ξ̄k ∈ Ā(r) に

対して，n → ∞ のとき，∣∣∣∣∣∣∣∣
fM

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

fB

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

) − fM (θk∗)

fB(θ
k∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣
<= ε7, a.s.

が成り立ち，このとき同時に

−max
ξ̄k

log
fξ,B(ξ̄

k|xn)√
det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

− log
fM (θk∗)
fB(θk∗)

− ε7

<= Lθ̄
k

MDL(x
n)− Lθ

k

Bayes(x
n)

<= −max
ξ̄k

log
fξ,B(ξ̄

k|xn)√
det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

− log
fM (θk∗)
fB(θk∗)

+ ε7, a.s. (A·20)

が成り立つ．補題 4より n → ∞ のとき

ξ̃k ∈ Ā(r), a.s. (A·21)

であることと，ξ̄k ∈ Ā(r) に対しては式 (A·15)が成
り立つことから，∀ε8 > 0 に対して n → ∞ のとき，

k

2
log 2π − ε8 <= −max

ξ̄k
log

fξ,B(ξ̄
k|xn)√

det I

(
θ̂k +

ξ̄k√
n

)

<=
k

2
log 2π +

1

2
+ ε8, a.s.

(A·22)

が成り立つ．

したがって，∀ε9 > 0 に対して，n → ∞ のとき，

k

2
log 2π − log

fM (θk∗)
fB(θk∗)

− ε9

<= Lθ̄
k

MDL(x
n)− Lθ

k

Bayes(x
n)

<=
k

2
log 2π +

1

2
− log

fM (θk∗)
fB(θk∗)

+ ε9, a.s.

(A·23)

が成り立ち，補題が得られた． ✷
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