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損失関数を考慮した拡張事後密度の漸近正規性
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あらまし 漸近正規性は統計的推測における本質的な性質である．例えば，J. Rissanenは最ゆう推定量の漸
近正規性のもとで，ユニバーサル符号化，ユニバーサル予測，ユニバーサルモデル化に関する重要な性質を導い
ている．本論文では，損失関数を考慮した場合のパラメータの拡張事後密度を定式化する．従来，ベイズルール
に基づく事後確率密度や拡張確率的コンプレキシティ(ESC)のための拡張事後密度が示されているが，本論文で
定義する拡張事後密度は，損失に対し単調減少，事前確率に対し単調増加のみを仮定しただけの密度関数である．
更に，漸近正規性のために必要な密度関数のもつべき条件を示す．これにより漸近正規性という観点から，損失
関数を考慮した場合の拡張事後密度として望ましい形が再認識される．本論文で議論する拡張事後密度の漸近正
規性は，確率測度の法則収束の意味とは異なるが，適当な条件のもとでベイズ事後確率密度が漸近正規性を満た
すことが知られているように，本質的な性質といえる．本論文ではこの漸近正規性がいくつかの重要な結果を導
くことを示す．
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1. ま え が き

統計的推測において，適当な次元のパラメータをも

つパラメトリックな確率モデルを仮定することがしば

しば行われる．そして実際に得られたデータ系列か

ら，そのパラメータに関して推定を行ったり，次に得

られるデータの予測を行うために用いられる．実際に

有用な方法の一つは，データ系列から何らかの形でパ

ラメータを推定し，それを目的に応じて利用すること

であろう．

確率モデルのパラメータ推定としては，点推定，区

間推定など多くの定式化があるが，本論文では事前分

布が仮定できる場合を考える．パラメータ空間上に事

前分布が仮定できれば，ベイズ規則により事後分布を

得ることができ，ベイズ統計理論に基づく定式化が可

能となる [1]．これは理論的にも非常に明快な解答を与
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える．一方で，データ系列からパラメータの推定量と

して，分布の形で推定量を得る方法が考えられる [22]．

その一つはベイズ規則に基づく事後確率密度である．

本論文では，統計的推測において損失関数を考慮した

場合について，密度関数の形式でのパラメータ推定を

定式化する．ここで得られる密度を拡張事後密度と呼

ぶが（注 1），本論文で定義する拡張事後密度は，損失に

対し単調減少，事前確率に対し単調増加のみを仮定し

ただけの密度関数である．更に，この拡張事後密度が

漸近的に正規分布に収束するための関数の満たすべき

条件を示す．

漸近正規性は統計的推測において本質的であり，J.

Rissanenは最ゆう推定量の漸近正規性のもとで，ユニ

バーサル符号化，ユニバーサル予測，ユニバーサルモデ

ル化の問題に対する重要な性質を導いている [16], [18]．

最ゆう推定量の場合は，真の確率測度に基づく法則収

束の意味での漸近正規性が議論される．一方，ベイズ規

則に基づいて得られる事後確率密度が，適当な条件の

（注 1）：本論文では，ベイズの定理に基づいて計算される事後確率密度
に対してのみ確率という言葉を付けて用いる．本論文で定義する密度関
数は，損失関数に基づいて計算されるもので厳密な意味での事後確率分
布を表していないので，単に事後密度と呼んでいる．
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もとで漸近正規性を満たすことも知られている (A.M.

Walker [21], C.C. Heyde and I.M. Johnston [11] な

ど)．事後確率密度は個々のデータ系列に対応して得ら

れるので，確率収束，概収束，一様収束などの意味で

の漸近正規性が議論の対象となるが [13]，この性質か

らもベイズ統計に基づく方法の漸近的評価が可能であ

るなど [3], [9]，重要な性質を導くことができる [1], [5]．

拡張事後密度の漸近正規性はこのような議論の一般化

となっている．その結果，拡張事後密度が損失に対し

指数減少以上であるときに漸近正規性が成り立つこと

を示す．従来から議論されている拡張事後密度は損失

に対し指数減少の形のものであり，確率論的にはこれ

が自然である．しかし，より広いクラスの拡張事後密

度の性質を議論することによって，漸近正規性という

観点から論理的に損失関数を考慮した場合の拡張事後

密度として望ましい形が再認識される．

本論文では補足として，前半の結果から K.

Yamanishi により提案された拡張確率的コンプレ

キシティ[23], [24]の漸近評価が可能となり，その意味

が漸近正規性の面から再認識されるということを示す．

ESCに関する概収束と平均収束の結果は [9]の議論と

同じであるが，前半で定義する拡張事後密度が漸近正

規性を満たすための条件の境界に位置するものが ESC

であるという観点から，ESCの正当性について考察す

る．更に，データ系列のある部分集合について成り立

つ一様収束の意味での漸近式についても述べる．

2. 準 備

2. 1 1本の密度関数列の漸近正規性

まず最初に 1 本の Θk 上の密度関数列 fn(θ
k),

n = 1, 2, 3, · · · を考える．ただし θk ∈ Θk かつ∫
θk fn(θ

k)dθk = 1, n = 1, 2, 3, · · · とする．Θk ⊂ Rk

とし，Rk は k-次元ユークリッド空間とする．

θ̃k は Kn(θ
k) = log fn(θ

k) のある極大値とし，

K′
n(θ̃

k) = 0, (1)

を満たし，かつ

Σn = −
(
K′′

n(θ̃
k)
)−1

(2)

は正定値行列であるとする．ただしK′
n(θ̃

k)とK′′
n(θ̃

k)

は

K′
n(θ̃

k) =
∂Kn(θ

k)

∂θk

∣∣∣∣
θk=θ̃k

(3)

K′′
n(θ̃

k) =
∂2Kn(θ

k)

∂θk(∂θk)T

∣∣∣∣
θk=θ̃k

(4)

であり，T は行列またはベクトルの転値である．

［補題 1］[1], [5] 球 Bδ(θ̃
k) =

{
θk ∈ Θk

∣∣‖θk−θ̃k‖ <

δ
}
を定義すると，次の三つの条件が密度関数 fn(θ

k)

の漸近正規性の必要十分条件である．

(c.1) “Steepness” limn→∞ σ̄2n → 0, ただし σ̄2n は

Σn の最大固有値である．

(c.2) “Smoothness” 任意の ε > 0 に対し，自然数

N と δ > 0 が存在し，∀n > N と ∀θk ∈ Bδ(θ̃
k) に

対し K′′
n(θ

k) が存在して，かつ

I −A(ε) <= K′′
n(θ

k)
{
K′′

n(θ̃
k)
}−1

<= I + A(ε)(5)

が ∀θk ∈ Bδ(θ̃
k) に対し一様に成り立つような A(ε)

が存在する．ただし，I は k × k 単位行列，A(ε) は

ε → 0 のときのその最大固有値が 0 に収束するような

k × k 次元の非負定値行列とする．

(c.3) “Concentration” 任意の δ > 0 に対し∫
θk∈Bδ(θ̃

k)

fn(θ
k)dθk → 1 (6)

条件 (c.1)，(c.2)，(c.3) は

fn(θ̃
k) (det Σn)

1/2 → (2π)−k/2 (7)

を意味する．更に，条件 (c.1)，(c.2)，(c.3)のもとで，

φk
n = Σ

−1/2
n (θk − θ̃k) の密度関数，fφ,n(φ

k
n), は∫

R

fφ,n(φ
k
n)dφ

k
n

→
∫
R

(2π)−k/2 exp
{
−1

2
(φk

n)
Tφk

n

}
dφk

n (8)

を満たす．ただし，Rは任意の直方体であり，fφ,n(φ
k
n)

は

fφ,n(φ
k
n) = (detΣn)

1/2 fn(θ
k) (9)

で与えられる． ✷

この補題は 1 本の密度関数列に対する結果であり，

一般に式 (8)の性質を漸近正規性という．ただし，以

下では紙面の都合のため，後の議論に必要な式 (7)の

形の収束のみを結果として示す．式 (7)が成り立てば，

ほぼ同様の手順によって式 (8)も得られる [1]．また，

本論文ではデータ系列から計算されるパラメータ空間

上の密度関数を議論するが，これは 1本の密度関数列

を考えているわけではない．
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2. 2 データ系列により与えられる事後密度の漸近

正規性

補題 1 は統計的推測に利用できる形に拡張できる．

すなわち，長さ n のデータ系列 xn に依存する密度

関数列 fxn(θk) を考える．ここで，xn = x1x2 · · ·xn

は確率変数 Xn = X1X2 · · ·Xn の実現値であり，真

の確率分布 p∗(xn) に従う長さ n の i.i.d. 系列であ

るとする．X をデータ空間，xi ∈ X とする．また，
xn ∈ Xn, すなわち Xn はデータ系列 xn の取り得る

空間，すなわち確率変数 Xn の値域とする．補題 1 よ

り，以下の補題が明らかに成り立つ．

［補題 2］ θ̃k = θ̃k(xn)を Kxn(θk) = log fxn(θk)の

極大値とし，

K′
xn

(
θ̃k
)
= 0 (10)

かつ

Σxn = −
(
K′′

xn(θ̃k)
)−1

(11)

は正定値であるとする．

(c.1’) “Steepness” limn→∞ σ̄2xn → 0 a.s., ただし

σ̄2xn は Σxn の最大固有値であり，a.s. は概収束を意

味する．

(c.2’) “Smoothness” 任意の ε > 0 に対し，δ > 0 が

存在して，任意の θk ∈ Bδ(θ̃
k) に対して L′′

xn(θk) が

存在して n → ∞ のとき

I −A(ε) <= K′′
xn(θk)

{
K′′

xn(θ̃k)
}−1

<= I + A(ε),

a.s. (12)

が成り立つ（注 2）．

(c.3’) “Concentration” 任意の δ > 0 に対し∫
θk∈Bδ(θ̃

k)

fxn(θk)dθk → 1, a.s. (13)

条件 (c.1)，(c.2)，(c.3)は

fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2 → (2π)−k/2, a.s. (14)

を意味する．

条件 (c.1’)，(c.2’)，(c.3’)の収束を p∗(·) に対する
確率収束で置き換えると，

fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2 → (2π)−k/2, in prob.(15)

が成り立つ．ただし，in prob. は確率収束を意味する．

条件 (c.1’)，(c.2’)，(c.3’)の収束を p∗(·) に対する
平均収束で置き換えると，

E∗ [fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2
]
→ (2π)−k/2 (16)

が成り立つ．ただし，E∗[·] は p∗(·) に基づく期待値
を表す．

データ系列のある部分集合 Xn ⊂ Xn を考えたとき，

条件 (c.1’)，(c.2’)，(c.3’) が，データ系列 xn ∈ Xn

に対して一様に成り立つ収束で置き換えられるものと

すると，xn ∈ Xn
に対して一様に

fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2 → (2π)−k/2 (17)

が成り立つ． ✷

3. 主 結 果

3. 1 損失関数に基づく拡張事後密度

補題 2 では密度関数 fxn(θk) はデータ系列 xn に

依存するものとしたが，実際にどのように計算される

かについては言及しなかった．ここでは，データ系列

からパラメータ空間上の密度関数の形で推定量を得る

問題を考え [22]，なるべく一般的な定式化を試みる．

パラメータ θk で特長づけられる確率モデルを pθk(·)
とし，確率モデル族を {pθk(·)|θk ∈ Θk} と記述する．
π(θk) を Θk 上の事前確率密度とする．事前確率密度

π(θk) のもとで，データ系列 xn を得たときに推定量

である fxn(θ) を計算する方法を考えよう．すなわち，

分布の形でパラメータの推定量を得る方法について考

える．

例えば，ベイズ規則から得られる事後確率密度

fB(θ
k|xn) は

fB(θ
k|xn) =

pθk(xn)π(θk)∫
θk

pθk(x
n)π(θk)dθk

(18)

と与えられる．以下では，これをベイズ事後密度と

呼ぶ．

次に，これを任意の損失関数を考慮できる場合に拡

張しよう．

D はユークリッド空間の部分集合，あるいは X 上の

確率分布の集合を表すものとする．D を決定空間と呼
び，その要素を d とし決定と呼ぶ．統計的推測のため

にパラメタライズされた仮説空間 H = {dθk |θk ∈ Θk}
を準備する．H⊂

=D であり，要素である dθk を一つの

（注 2）：本論文では，ある事象 An に対し P∗(∪∞
n=1

∩∞
k=n

Ak) = 1

であるとき，“n → ∞ のとき An, a.s. である” と記述する．確率収
束や一様収束に関しても同様．
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仮説（あるいは決定）といい，H は実数の集合，ある
いは確率分布の集合である．Θk は k 次元パラメータ

空間であり，k 次元ユークリッド空間 Rk の部分集合

とする．

例えば確率分布 p(x) を決定する問題の場合，D ={
p(x)

∣∣∫
x
dp(x) = 1

}
となる．特に X が離散集合の

場合は D =
{
p(x)

∣∣∑
x
p(x) = 1

}
である．これに対

して仮定される仮説空間が H = {pθk (x)|θk ∈ Θk} と
なる．

X の値を予測する問題なら，D = X とすればよ
い．[23]では，二つの確率変数間の関係を議論する問題，

すなわち X を得て Y の値や分布を予測するケースを

扱っているが，本論文ではより単純に X のみを考えて

いる．もしこのような場合を考えるならば，X → Y と
写像する関数の集合を仮説空間とし D = {f(Y |X)}，
H = {fθk (Y |X)} などとすればよい．

L(d : x) : D × X → [0,∞) を決定 d と x ∈ X
間の損失関数とする．例えば，決定空間 D が確

率モデルのクラス {p(X)} であるとき，すなわち
H = {pθk(X) : θk ∈ Θk} であるときには，損失関数
は L(pθk(·) : X) のように与えられる．例えば X が

離散確率変数のとき，α-損失関数は

L(pθk(·) : X) =
(
1− pθk(X)

)α
(19)

で与えられ（注 3），対数損失関数は

L(pθk(·) : X) = − log pθk(X) (20)

で与えられる．その他の決定空間や損失関数について

は [23]を参照．

本論文では，次の形の拡張事後密度 fxn(θk) を考

える．

fxn(θk) =

g

(
n∑

t=1

L(dθk : xt), π(θ
k)

)
∫
θk

g

(
n∑

t=1

L(dθk : xt), π(θ
k)

)
dθk

(21)

ここで，関数 g(y, z) は y ∈ [0,+∞) に関して単調減

少，z ∈ [0,+∞) に関して単調増加な非負関数とする．

その意味するところは，事前確率密度が高く，損失が

小さいパラメータには高い事後密度が割り当てられる

ということである．ここで，g′(y, z) = ∂g(y,z)
∂y

と記述

することにすると，g(y, z) は非負であるから下に有界

であるので，y → ∞ のとき

g′(y, z) = O(g(y, z)) (22)

であることに注意しておく（注 4）．なぜなら，平均値の

定理より ∀y1,∀y2 ∈ [0,+∞) に対して

g(y1, z) = g(y2, z) + g′(y3, z)(y1 − y2)

かつ y1 >= y3 >= y2 となる y3 ∈ [0,+∞) が存在する

ので，y2 → ∞ を考えたとき，
∣∣∣ g′(y,z)g(y,z)

∣∣∣ → ∞ とす

ると g(y, z) は有界となり得なくなってしまうからで

ある．

もし g(y, z) = λ
y
+ z であれば

fxn(θk) =

λ∑
n

t=1
L(d

θk :xt)
+ π(θk)∫

θk

(
λ∑n

t=1
L(dθk : xt)

+ π(θk)

)
dθk

(23)

となる．類似の形として

fxn(θk) =

∑n

t=1
λ

L(d
θk :xt)

+ π(θk)∫
θk

(∑n

t=1
λ

L(d
θk :xt)

+ π(θk)
)
dθk

(24)

が考えられる．

もし g(y, z) = z exp{−λy} であれば

fxn(θk)

=

exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
π(θk)

∫
θk

exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
π(θk)dθk

(25)

となる．これは K. Yamanishi [23]により提案された

ESCに対して自然に導かれる事後密度である．

（注 3）：式 (19)は X が離散確率変数の場合の α-損失関数である．例
えば D = X の場合には，|X − d|α と定義される．
（注 4）：本論文を通じて次の記法を用いる．g(y), h(y) を y の関数と
し，g(y) = O(h(y)) は，∀y >= y0 に対し |g(y)| <= c|h(y)| となるよ
うな正定数 c, y0 が存在することを意味する．また，g(y) = o(h(y))

は limy→∞ g(y)
h(y)

= 0, g(y) = Ω(h(y)) は g(y) |= o(h(y)) である

ことを意味する．
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ある損失関数 L(dθk : x) に対し，L1(dθk : x) =

exp{L(dθk : x)} と定義すると，式 (25)は

fxn(θk) =

n∏
t=1

(L1(dθk : xt))
−λ π(θk)

∫
θk

n∏
t=1

(L1(dθk : xt))
−λ π(θk)dθk

(26)

と書き換えられる．したがって，式 (23)と式 (25)は

それぞれ，損失の和と積に比例する形の密度関数を与

えている．

もし g(y, z) = zλ exp{−λy} とすれば，式 (26)と

類似した形として，

fxn(θk) =

n∏
t=1

{
L1(dθk : xt)π(θ

k)
}λ

∫
θk

n∏
t=1

{
L1(dθk : xt)π(θ

k)
}λ

dθk

(27)

が導かれる．L1(dθk : xt) = pθk(xt) であるとき，ボ

ルツマン分布

fxn(θk) =

{
pθk(xn)π(θk)

}λ

∫
θk

{
pθk(x

n)π(θk)
}λ

dθk
(28)

が得られる [22]．もし λ = 1 であれば，ベイズ事後密

度となる．λ = ∞ と考えれば，これは事後確率最大

推定量と等価になる [22]．

ここで一つの疑問が生ずる．関数 g(y, z) がどのよ

うな形であれば，これから計算される拡張事後密度

fxn(θk) が漸近正規性を満たすか，という問題である．

次節では，漸近正規性が成り立つために関数 g(y, z)

が満たすべき条件を示す．

3. 2 主 定 理

まず，次の情報行列 I∗(θk) と J∗(θk) を定義して

おく．

I∗(θk) = E∗
[
∂2L(dθk : X)

∂θk(∂θk)T

]
(29)

J∗(θk) = E∗
[
∂L(dθk : X)

∂θk
∂L(dθk : X)

(∂θk)T

]
(30)

I∗(θk) と J∗(θk) は常に存在するとは限らないが，本

論文では ∀θk ∈ Θk に対しこれらが存在するものと

する．

損失最小推定量 θ̂k と真の分布に対する最適パラ

メータ θk
∗
を

θ̂k = argmin
θk

1

n

n∑
t=1

L(dθk : xt) (31)

θk∗ = argmin
θk

E∗ [L(dθk : X)] (32)

とする．∀δ > 0 に対し，球 Bδ(θ
k∗) を Bδ(θ

k∗)

=
{
θk ∈ Θk

∣∣‖θk − θk∗‖ < δ
}
と定義する．同様

に，Bδ(θ̃
k) =

{
θk ∈ Θk

∣∣‖θk − θ̃k‖ < δ
}
としよう．

次に我々の解析に必要となる条件を示す．

［条件 1］ (1) Θk はコンパクト集合である．

(2) ∃c1 < infθk∈Θk π(θk)，かつ supθk∈Θk π(θk)

< ∃c2 である．ただし，c1 と c2 はある正定数である．

更に，π(θk) は Θk 上で連続 2回微分可能である．

(3) θk∗ は Θk の内部で一意に定まる．

(4) 非負関数 g(y, z) は，y, z ∈ [0,∞) である y

に関して単調減少，z に関して単調増加関数である．

また g(y, z) は連続 2回微分可能である．

(5) I∗(θk) は Θk 内の任意の θk に関して連続微

分可能，かつ I∗(θk∗) は正定値である．

(6) ∀n ∈ {1, 2, · · ·} に対し 1
n

∑n

t=1
L(dθk : xt)

は，ほとんど確実に Θk 上で連続である．

(7) E∗ [L(dθk : X)] は Θk 上で任意の θk に関

して連続 2回微分可能である．∀n ∈ {1, 2, · · ·} に対
し 1

n

∑n

t=1
L(dθk : xt) は，ほとんど確実に Θk 上で

連続 2回微分可能である．

(8) Θk 上で一様に

1

n

n∑
t=1

L(dθk : xt) → E∗ [L(dθk : X)] , a.s.

1

n

∂

∂θk

n∑
t=1

L(dθk : xt) → ∂

∂θk
E∗ [L(dθk : X)] ,

a.s.

1

n

∂2

∂θk(∂θk)T

n∑
t=1

L(dθk : xt) → I∗(θk), a.s.

(9) (中心極限定理) 1√
n

∑n

t=1

∂L(d
θk∗ :Xt)

∂θk は正

規分布 N
(
0, J∗(θk∗)

)
に法則収束する． ✷
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この条件は，先の論文 [9]の仮定と同一のものであ

り，パラメータ空間の境界などの特異点を除けば，広

く成り立つ現実的な仮定といえる．同様の条件は [12],

p.238で扱われている．この条件を満足する例につい

ては [9], [12]を参照．

もし条件 (c.1’)，(c.2’)，(c.3’)が成り立てば，拡張

事後密度 (21)は漸近正規性を満たす．以下では，条件

1のもとで，条件 (c.1’)，(c.2’)，(c.3’)が成り立つため

の関数 g(y, z) の条件を議論しよう．

［定理 1］（注 5） 条件 1(1) ∼ (8) を仮定する．

もし y → ∞ のとき log g(y, z) |= O
(
log 1

y

)
であ

れば，

fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2 → (2π)−k/2, a.s. (33)

E∗ [fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2
]
→ (2π)−k/2 (34)

が成り立つ．漸近式 (34) は条件 1(8)の概収束を p∗(·)
に対する平均収束に置き換えても成り立つ．

もし，条件 1(8) が確率収束で置き換えられたとす

ると，

fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2 → (2π)−k/2, in prob.(35)

となる．

一方，もし y → ∞ のとき log g(y, z) = O
(
log 1

y

)
であれば，fxn(θ̃k) の漸近正規性は成り立たない．

（証明） 付録参照． ✷

次に一様収束を議論するために，θ̃k ∈ Θ
k
，かつ

1

n

n∑
t=1

L(dθ̃k : xt) < C (36)

を満たす xn ∈ Xn の部分集合 Xn
C ⊂ Xn を定義しよ

う．ここで Θ
k
は Θk の内部に含まれるある部分集合

である．条件 1(8)の代わりに，xn ∈ Xn
C となる xn

を考える．

更に，条件 1(6)，(7)を次のように置き換える．

［条件 2］ (6’) ∀xn ∈ Xn
C と ∀n ∈ {1, 2, · · ·} に対

し， 1
n

∑n

t=1
L(dθk : xt) は Θk に関して連続である．

(7’) ∀xn ∈ Xn
C と ∀n ∈ {1, 2, · · ·} に対し，

1
n

∑n

t=1
L(dθk : xt) は Θk 上で 2 回連続微分可能

である． ✷

［定理 2］ 条件 1(1)，(2)，(4)と条件 2 を仮定する．

もし y → ∞ のとき log g(y, z) |= O
(
log 1

y

)
であ

れば，

fxn(θ̃k) (detΣxn)1/2 → (2π)−k/2 (37)

が xn ∈ Xn
C に対して一様に成り立つ． ✷

（概証明） 条件 2(5’) と xn ∈ Xn
C より，

1
n

∑n

t=1

L′′(dθ̃k : xt) と 1
n

∑n

t=1
L′′(dθ̃k : xt) は有界である．

したがって，定理 1の証明と同様の展開により，定理

が得られる [13]． ✷

log g(y, z) |= O
(
log 1

y

)
という条件は，g(y, z) が y

に関して多項式オーダの減少関数では漸近正規性は成

り立たず，指数オーダ以上になると成り立つことを示

している．この g(y, z) の条件より，式 (23)の拡張事

後密度は漸近正規性を有さないことがわかる．同様に，

式 (24)も漸近正規性を満たさない．一方，式 (25)は

漸近正規性を満たす．しかし定理 1 より，g(y, z) が

y に関して指数オーダより早く減少するようなもので

あっても，漸近正規性を満たすこともわかる．

4. 拡張確率的コンプレキシティの評価

与えられた正定数 λ > 0 のもとで．拡張確率的コン

プレキシティ(ESC) は次式で定義される [23], [24]．

ESC(xn)

= − 1

λ
log

∫
exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
π(θk)dθk

(38)

ESCはオンライン学習の the aggregating algorithm

に適用されるなど，学習問題の性能を保証するために

有用であることが示されている [23]．その精密な漸近

式を求めることは，ESCを用いた学習アルゴリズムの

漸近性能に対する保証を与える．

一方，本論文で与えた拡張事後密度の漸近正規性を

応用することにより，ESC の漸近式が自然に導かれ

る [9]．概収束と平均収束の意味での ESCの評価は [9]

で行っているが，ここでは一様収束の結果も示し，前

節の漸近正規性の成立条件と併せて考察する．これに

より，ESCの漸近式において漸近正規性が本質的であ

るだけでなく，ESCが漸近正規性という観点からも自

然なものであることが再認識される．

まず，h(xn), h(zn|θk), π(θk|xn) を

h(xn) =

∫
exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
π(θk)dθk

(39)

（注 5）：本論文では拡張事後密度最大推定量 θ̃k を用いた展開のみを示
す．θ̃k を θ̂k で置き換えても，[9]と同様の議論により全く同様の結果
が成り立つことが容易にわかる．
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h(xn|θk) = exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
(40)

π(θk|xn)

=

exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
π(θk)

∫
exp

(
−λ

n∑
t=1

L(dθk : xt)

)
π(θk)dθk

(41)

と定義する．ただし，π(θk|x0) = π(θk), L(dθk : x0) =

0 である．

このとき，次の補題が成り立つ．

［補題 3］[9] h(xn), h(xn|θk), π(θk|xn), に対し次式

の関係が成り立つ．

h(xn) =
h(xn|θk)π(θk)

π(θk|xn)
(42)

　 ✷

式 (42)はベイズ規則

p(xn) =
p(xn|θk)π(θk)
fB(θk|xn)

(43)

の一般化である．式 (42)より，

ESC(xn) = − 1

λ
log h(xn|θk)π(θk)

+
1

λ
log π(θk|xn) (44)

となるから，log π(θk|xn) の漸近式が与えられれば，

ESC(xn) の漸近式が得られることがわかる．

π(θk|xn) は Θk 上の密度関数であるが，一般には

ベイズ規則で計算されるベイズ事後確率密度ではない．

もし対数損失と λ = 1 を適用すると，π(θk|xn) はベ

イズ事後確率密度となり，ESCは確率的コンプレキシ

ティ(SC) [17]

SC(xn) = − log

∫
θk

pθk(x
n)π(θk)dθk (45)

となる．

定理 1 の漸近正規性より，次の定理が得られる [9]．

［定理 3］[9] 条件 1(1)∼(8) のもとで，

π(θ̃k|xn)√
n
k

→
(

λ

2π

)k/2√
det I∗(θ̃k), a.s. (46)

が成り立つ． ✷

また，θ̃k は θ̂k で置き換えることもできる [9]．定

理 3 は，

(Σxn)−1 = −λ

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk(∂θk)T
+

∂2 log π(θk)

∂θk(∂θk)T

(47)

より得られる

− 1

n
(Σxn)−1 → λI∗(θ̃k), a.s. (48)

という式から導かれる．

この定理と補題 3 より，直ちに次の定理が得られる．

［定理 4］[9] 条件 1(1)∼(8) のもとで，ESC(xn) の

漸近式は

ESC(xn) =

n∑
t=1

L(dθ̂k : xt) +
k

2λ
log

nλ

2π

+
1

λ
log

√
det I∗(θ̂k)

π(θ̂k)
+ o(1), a.s.

(49)

=

n∑
t=1

L(dθ̃k : xt) +
k

2λ
log

nλ

2π

+
1

λ
log

√
det I∗(θ̃k)

π(θ̃k)
+ o(1), a.s.

(50)

と与えられる． ✷

上の定理は真の分布に対する概収束の意味で導かれ

ている．すなわち，θ̂k と θ̃k は確率変数である．

［補題 4］ [12], pp.240-241 条件 1のもとで，

E∗
[ ∑n

t=1
L(dθ̂k : Xt)∑n

t=1
L(dθk∗ : Xt)

]

→ TrJ∗(θk∗){I∗(θk∗)}−1

2
(51)

が成り立つ．ただし，Tr は行列のトレースを表す．

✷

補題 4 より，ESC(xn) の期待値 E∗ [ESC(Xn)]

の漸近評価が可能となる．

［定理 5］[9] 条件 1 のもとで，E∗ [ESC(Xn)] は

E∗ [ESC(Xn)]

= E∗ [L(dθk∗ : Xt)] +
k

2λ
log

nλ

2π

645



電子情報通信学会論文誌 2000/6 Vol. J83–A No. 6

−TrJ∗(θk∗){I∗(θk∗)}−1

2λ

+
1

λ
log

√
det I∗(θk∗)

π(θk∗)
+ o(1) (52)

を満たす． ✷

式 (49)と式 (52)より，SCの漸近式が

SC(xn) = − log pθ̂k(x
n) +

k

2
log

n

2π

+ log

√
det I∗(θ̂k)

π(θ̂k)
+ o(1), a.s. (53)

E∗ [SC(Xn)]

= −E∗ [log pθk∗(X
n)] +

k

2
log

n

2π

−TrJ∗(θk∗){I∗(θk∗)}−1

2
+ log

√
det I∗(θk∗)

π(θk∗)

+o(1) (54)

と与えられることもわかる．

以上の結果は，概収束と平均収束の意味でのESCの

漸近式である．これに対しYamanishiは平均的意味と

ともに，データ系列に対して一様に成り立つ ESCの

漸近的上界を導いている [23]が，一様に成り立つ上界

を考える代償として，厳しい漸近式は得られていない．

平均収束の意味での ESCの漸近式 (52)はYamanishi

の上界がきついものであることを示しており，概収束

の意味での ESCの漸近式 (49)は同様の収束がほとん

ど確実に得られる系列に対して成り立つことを述べて

いる．

一方，データ系列に対して一様に漸近正規性が成

り立つかどうかを考えると，一般に答えは否であり，

データ系列の部分集合を考えなければならない．これ

に対する結果は以下のようになる．

［定理 6］ 条件 1(1)，(2)，(4)と条件 2 のもとで，

ESC(xn) =

n∑
t=1

L(dθ̃k : xt) +
k

2λ
log

nλ

2π

+
1

λ
log

√
det Î(θ̃k)

π(θ̂k)
+ o(1), (55)

が xn ∈ Xn
C に対して一様に成り立つ．ここで Î(θk)

は経験情報行列であり，

Î(θk) =
1

n

n∑
t=1

∂2L(dθk : xt)

∂θk(∂θk)T
(56)

で与えられる． ✷

以上の結果は，ESC の漸近式の定数オーダの項

が本質的に漸近正規性から導かれることを示して

いる．また，定理 1 から，式 (41) の拡張事後密度

は漸近正規性を満たすための条件の境界に位置す

るものであることがわかる．条件 1 のもとで，損

失最小推定量を基準化した統計量は漸近的に正規

分布 N
(
0, {I∗(θk)}−1J∗(θk){I∗(θk)}−1

)
に法則収

束することが知られているが [12]，事後密度の共

分散がこの {I∗(θk)}−1J∗(θk){I∗(θk)}−1 に比べて

過度に小さいのは意味がない．なぜなら，共分散

{I∗(θk)}−1J∗(θk){I∗(θk)}−1 以上にパラメータを精

度良く特定するための情報は，確率的に生起するデータ

系列には含まれていないからである．逆に関数 g(y, z)

を調整して事後密度の共分散を大きくしようとすると，

いずれ漸近正規性が成り立たなくなる．それ以上共分

散のオーダを大きくすると漸近正規性を満たさなくな

るような境界に位置する場合が ESCで定義されてい

る拡張事後密度であり，拡張事後密度の共分散と損失

最小推定量の共分散が同じオーダになるようなケース

になっている．その意味からも ESCは自然なもので

あることが再認識できる．

5. む す び

本論文では，損失関数を考慮した拡張事後密度によ

る推定を考え，その漸近正規性の成り立つ条件を示し

た．更に，この結果を用いて確率的コンプレキシティ，

拡張確率的コンプレキシティの漸近式を示した．

漸近正規性は，総計的推測において本質的な性質で

ある．しかし，拡張確率的コンプレキシティの評価に

おいては，個々のデータ系列 Xn に対して一様に成り

立つ漸近式が重要視されている．漸近正規性から考察

した場合，パラメータの境界領域などの経験情報行列

Î(θ̃k) が発散する点において，一様性が保証できない．

このようなケースの考察のためには，異なる視点が解

析が必要である [20]．
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付 録

定理 1の証明

紙面の都合上，概収束に関する証明のみを与える．

他は収束の強さの違いであるが，ほぼ同様に証明で

きる．

漸近正規性を示すためには，補題 2 の条件

(c.1’)∼(c.3’)が成り立つことを示せばよい．

簡単のため，

g′(y, z) =
∂g(y, z)

∂y
(A·1)

g′′(y, z) =
∂2g(y, z)

(∂y)2
(A·2)

g = g

(
n∑

t=1

L(dθk : xt), π(θ
k)

)
(A·3)

g′ = g′
(

n∑
t=1

L(dθk : xt), π(θ
k)

)
(A·4)

g′′ = g′′
(

n∑
t=1

L(dθk : xt), π(θ
k)

)
(A·5)

などと記述する．条件 1(4)，(7)から

∂

∂θk
Kxn(θk) =

∂ log g

∂θk
=

1

g

∂g

∂θk
(A·6)

∂2Kxn(θk)

∂θk(∂θk)T
=

1

g

∂2g

∂θk(∂θk)T
− 1

g2
∂g

∂θk
∂g

(∂θk)T

(A·7)

が存在する．ここで，

∂g

∂θk
= g′

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk
(A·8)

∂2g

∂θk(∂θk)T

= g′′
n∑

t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

(∂θk)T

+g′
n∑

t=1

∂2L(dθk : xt)

∂θk(∂θk)T
(A·9)
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であるから，

∂2Kxn(θk)

∂θk(∂θk)T
=

g′

g

n∑
t=1

∂2L(dθk : xt)

∂θk(∂θk)T

+
g′′g − (g′)2

g2

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

(∂θk)T

(A·10)
が成り立つ．

一方，条件 (c.1’)は

det

{
∂2Kxn(θk)

∂θk(∂θk)T

}
→ ∞, a.s. (A·11)

を意味する．そこで式 (A·10)から式 (A·11)の成り立
つための条件を考える．

まず，条件 1(8)より，

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk
= O(n2), a.s.

(A·12)
n∑

t=1

∂2L(dθk : xt)

∂θk(∂θk)T
= O(n), a.s. (A·13)

である．また，g, g′,g′′ の中身である
∑n

t=1
L(dθk : xt)

を考えても同様の議論から
n∑

t=1

L(dθk : xt) = O(n), a.s. (A·14)

が成り立つ．式 (A·10)より，式 (A·11)の成り立つた
めの条件は，

g′

g

n∑
t=1

∂2L(dθk : xt)

∂θk(∂θk)T
→ ∞, a.s.

または

g′′g − (g′)2

g2

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

∂θk

n∑
t=1

∂L(dθk : xt)

(∂θk)T

→ ∞, a.s.

が成り立たなければならない．したがって，式 (A·12)～
(A·14)と，g(y, z) が y に関して単調減少であること

から，(c.1’) が成り立つためには，y → ∞ のとき∣∣∣∣g′′(y, z)
g(y, z)

y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ y

g(y, z)

∂2g(y, z)

(∂y)2

∣∣∣∣→ ∞ (A·15)∣∣∣∣g′(y, z)
g(y, z)

y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ y

g(y, z)

∂g(y, z)

∂y

∣∣∣∣→ ∞ (A·16)

であることが必要十分である．したがって，y → ∞
のとき log g(y, z) |= O

(
log 1

y

)
でなければならない．

逆にもし log g(y, z) = O
(
log 1

y

)
であれば，(c.1’)は

成り立たないので漸近正規性も成り立たないことがわ

かる．この条件は，g(y, z) が y に関して多項式オー

ダの減少関数では (c.1’)は成り立たず，指数オーダ以

上になると (c.1’)が成り立つこと，すなわち任意の正

定数 γ > 0 に対して g(y, z) |= O
(
n−γ

)
のとき (c.1’)

が成り立つことを示している．一方，このとき条件

1(5),(8)より，(c.2’)も成り立つ．

ここで，条件 (c.1’),(c.2’)のもとでは，

lim
n→∞

fxn(θ̃k)(detΣxn)1/2 <= (2π)−k/2, a.s.

(A·17)

が成り立ち，更に (c.3’)も同時に成り立てば，

lim
n→∞

fxn(θ̃k)(detΣxn)1/2 → (2π)−k/2, a.s.

(A·18)

が成り立つ [1]．

よって，最後に log g(y, z) |= O
(
log 1

y

)
, (y → ∞)

と式 (A·17)から，(c.3’)が成り立つことを示そう．そ

のために

Kxn(θk)−Kxn(θk∗)

= log
fxn(θk)

fxn(θk∗)

= log
g
(∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

) (A·19)

を評価したい．

1

βθk (xn)
log

g
(∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

)
= log

g
(
1
n

∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(
1
n

∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

) , a.s.

(A·20)

となるような xn の関数 βθk(xn)を考える．条件 1(4)，

(8)から，∀θk ∈ Θk に対し一様に，

g

(
1

n

n∑
t=1

L(dθk : xt), π(θ
k)

)

→ g
(
E∗[L(dθk : X)], π(θk)

)
, a.s.

= O(1), a.s. (A·21)
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n∑
t=1

L(dθk : xt) = O(n), a.s. (A·22)

が成り立つ．よって，βθk (xn) は漸近的にはほとんど

確実に xn に依存せず，n だけに依存する関数に置き

換えることができる．したがって，n → ∞ のとき

1

βθk (n)
log

g
(∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

)
= log

g
(
1
n

∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(
1
n

∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

) , a.s.

(A·23)

となるような βθk (n) が存在する．一方，

1

n

{
n∑

t=1

L(dθk : xt)−
n∑

t=1

L(dθk∗ : xt)

}

→ E∗[L(dθk : X)]− E∗[L(dθk∗ : X)], a.s.

(A·24)

であり，∀δ > 0, ∀θk /∈ Bδ(θ
k∗) に対し E∗[L(dθk :

X)] − E∗[L(dθk∗ : X)] > C となる正定数 C > 0 が

存在するから，
n∑

t=1

L(dθk : xt)−
n∑

t=1

L(dθk∗ : xt) = O(n), a.s.

→ ∞, a.s. (A·25)

が成り立つ．したがって，式 (A·22)，(A·25) と
log g(y, z) |= O

(
log 1

y

)
(y → ∞) であることから，

∀δ > 0, ∀θk /∈ Bδ(θ
k∗) に対して

log
g
(∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

) |= O
(
log

1

n

)

log
g
(∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

) → −∞, a.s.

(A·26)

となる（注 6）．一方，式 (A·23)の右辺は，条件 1(8)よ

り，θk に関して一様に

log
g
(
1
n

∑n

t=1
L(dθk : xt), π(θ

k)
)

g
(
1
n

∑n

t=1
L(dθk∗ : xt), π(θk∗)

)
→ log

g
(
E∗[L(dθk : X)], π(θk)

)
g (E∗[L(dθk∗ : X)], π(θk∗))

< 0, a.s.

と収束するから，∀θk /∈ Bδ(θ
k∗) に対して βθk (n) |=

O(log n), βθk (n) → ∞ が成り立つ．これは，任意の

γ > 0 に対して exp{βθk (n)} |= O (nγ) であることを

意味する．同時に，∀δ > 0 に対して正定数 ∃Cδ > 0

が存在し，n → ∞ のとき ∀θk /∈ Bδ(θ
k∗) に対して一

様に

1

βθk (n)
log

fxn(θk)

fxn(θk∗)
< −Cδ, a.s. (A·27)

が成り立つこともわかる．

β(n) を β(n) = infθk /∈Bδ(θ
k∗) βθk (n) のように定め

ると，∀δ > 0に対し，n → ∞のとき，∀θk /∈ Bδ(θ
k∗)

に対して一様に

fxn(θk)

fxn(θk∗)
< exp {−β(n)Cδ} , a.s. (A·28)

が成り立つ．

一方，式 (A·17)から，n → ∞ のとき，

fxn(θk∗) <= (2π)−k/2
(
detK′′

xn(θk)
)1/2

, a.s.

(A·29)

が成り立っている．条件 1(8)と式 (A·10)より，

detK′′
xn(θk) = O

(
max

{(
ng′

g

)k

,

(
ng′′

g

)k})

a.s. (A·30)

であるので，不等式 (A·28) から，∀δ > 0 に対し，

θk /∈ Bδ(θ
k∗) に対して一様に

fxn(θk) < fxn(θk∗) exp{−β(n)Cδε}

= O

(
max

{(
ng′
g

)k
,
(

ng′′
g

)k}
exp{β(n)Cδ}

)

→ 0, a.s. (A·31)

が成り立つ．最後の収束は，∀γ > 0 に対し

exp{βθk (n)} = Ω (nγ) である（注 7）ことと，式 (22)

の g′
g
= O(1) から明らかである．

条件 1(1)より，Θk はコンパクトであるから，∀δ > 0

に対し

（注 6）：n の関数 y1(n), y2(n) が，y1(n) = O(n), y2(n) = O(n),

y1(n) − y2(n) = O(n) をみたしているとき，n → ∞ において
log g(n,z)

log 1
n

→ ∞ であれば，
log g(y1(n),z)−log g(y2(n),z)

log 1
n

→ ∞

が成り立つため．
（注 7）：exp{β

θk
(n)} |= O(nγ ) より明らかに exp{β

θk
(n)} |=

o(nγ ) であるから，exp{β
θk

(n)} = Ω
(
nγ
)
である．
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θk /∈Bδ(θ

k∗)
fxn(θk)dθk → 0, a.s. (A·32)

となり，これは∫
θk∈Bδ(θ

k∗)
fxn(θk)dθk → 1, a.s. (A·33)

であることを意味する．

θ̃k → θk∗ a.s. であることから，0 < ∀δ′ < ∀δ′′ で
あれば，n → ∞ のとき，Bδ′(θ

k∗) ⊂ Bδ′′(θ̂
k), a.s.

したがって (c.3’)が成り立ち，式 (33)が証明された．

式 (34)は，式 (33)と有界収束定理から直ちに導か

れる． ✷
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