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第 �章

序論

��� 研究背景

刻々と得られるデータを逐次的に学習�予測したり，過去のデータから未来の

データを予測したり，あるいはデータの背後に存在する確率構造を推定する問

題は統計理論における主なテーマといえる．統計理論は工学のみならず，農学，

医学，心理学，社会学など非常に広い適用分野をもつ強力な解析手法を与えて

いる．統計理論はその豊富な適用範囲もあり，古くから非常に広く研究されて

きたが，最近では情報理論や学習理論との接点において新たな研究が展開され

始めている．

統計理論では通常，未知の母集団
情報源�に対してある確率分布族
確率モデ

ル族�を仮定する．そして，その中に真の確率分布，あるいは最適な確率分布�が

存在するものとして議論を進める場合が多い�．このとき問題は，�得られたデー

タ系列から何からの基準で真の確率分布に近いモデルを得る� ということに帰

着する．このような問題は，古くから統計的推定・予測問題として広く深く研

究されているが，最近では情報理論や学習理論との接点からも様々な方向へと

研究が進んでいる．中でも統計的推定と情報理論を関連づけた研究が ����年代

から活発になり ��� ��� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� ���� ����，いくつかの重

要な成果を生んでいる．また，学習・予測理論においても，統計理論や情報理

論に基づく体系的研究が行われるに至っており �����，今も新たな研究の側面を

切り開いている．

統計理論と情報理論の接点の一つは情報量という概念を用いた体系化であ

る．情報量という概念は，Fisher情報量やKL情報量の議論などのように，古く

から統計理論においても本質的であることが認識されている．統計理論におい

�何について最適かについては，後の各章において定義する．
�勿論，真の分布が無限の複雑さをもつ確率モデルでないと特定できないといったノンパラ

メトリックな推定問題などの定式化もある．
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て対数損失を用いた理論展開がよく行われるが，これはこのような理論基盤に

基づくものといえる．一方，情報量は情報源符号化問題の基礎を与えている．

情報源符号化はデータ圧縮のことであり，データの確率的構造を利用して行わ

れるものである．現在実際に使われている圧縮・解凍アルゴリズムのほとんど

は，データの確率的構造を推定しながら，逐次的に圧縮を進めるというタイプ

の符号化である．この観点から見ると情報源符号化の問題も，観測されたデー

タからその背後に存在する構造を推定したり，未来のデータを予測するという

問題に帰着する．品質管理や社会現象の解析などで用いられる統計解析はまさ

にこの問題を扱っており，とくに統計的モデル化は情報圧縮の理論と密接に関

係することが認識されるようになっている．そのため，このような統計的推定

や予測の問題をより一般的にとらえ，より広い視野から体系化する基礎研究が

重要である．

本研究では，これらの統計理論，情報理論，学習理論の接点において，最近

その重要性が再認識されるようになったベイズ統計理論 ��� ���に基づく推定方

式を取り上げる．ベイズ統計が今もなおこれらの分野で盛んに研究されている

のは，�有限長のデータ系列に対して何らかの意味で最適な推論を構成したい�，

という共通の目的に対して，ベイズ決定理論が理論的にも実務的にも良く適合

するためである．すなわち，これらは有限長のデータ系列に対してベイズ最適

性が保証されている推定方式であり，真の確率モデルが事前分布に従って生じ

る場合の平均的な意味での最適解を与える．ベイズ統計に基づく統計的推定は

古くから議論されているが，特に統計的モデル選択問題において，その理論的

な整合性が認識されており，様々な形のベイズ統計理論に基づくモデル選択規

準が提案されている．一方，����年代後半から情報源符号化の分野において，

ベイズ符号の研究が活発になってきており，新たな展開が期待されている．ベ

イズ統計理論に対しては事前確率の設定法や計算量などの課題もあるが，この

点についても多くの研究がなされている．

��� 研究目的

本研究はパラメータ推定問題や未知のデータの予測問題を対象としている．

推定や予測という言葉は様々な意味で用いられるが，本研究ではベイズ決定理

論で本質的となる損失関数の差異により，


�� 推定問題：確率モデルを特定するパラメータと推定量間に損失関数を考え

る問題

�



第 �章 序論


�� 予測問題：


���� データ系列の逐次予測問題：次々に与えられるデータに対する逐次予

測の累積予測誤差損失を考える問題


���� 一時点の予測問題： 一時点のデータの予測誤差損失を考える問題

のように分類する．このように分類することにより評価すべき損失関数が明確

となり，同時に事前分布が仮定できればベイズ決定理論に基づく定式化が可能

となる．

ここで，ベイズ最適な推測を方法的観点から以下の�つの場合に分類して考

察してみる．

� 確率モデル族の中で最適解を選ぶ問題
統計的モデル選択�

� 確率モデル族の要素全ての混合モデル 
予測分布�を用いることを許容する

予測問題

� には確率モデルのパラメータ推定問題も含まれるが，重回帰モデルの説明

変数の選択などのように統計的モデル選択として最近でもさかんに議論されて

いる問題を含んでいる．これは確率モデル族の中から適切なモデルを�つ選択

する問題である．一方，� は予測問題に対して，確率モデル上に定義された事

前分布あるいは事後分布で平均化したモデル 
混合モデル�を用いる方法である．

����年代後半から情報源符号化の分野において，この混合モデルを用いた符号

化 
ベイズ符号�が議論されるようになり，いくつかの興味深い性質が明らかに

されている．

しかし，ベイズ解は事前分布あるいは事後分布に対する平均的な意味での最

適性を保証するものである．したがって，�ベイズ最適である解が他の観点から

どのような性質を持つか�を明らかにすることが，理論的にも実用的にも必要で

ある．とくに，実際には未知である�つの真の確率構造からデータが発生すると

考えれば，この真の確率構造にどの程度の速さで近づくか，という点について

の議論が必要といえる．また，ベイズ規準でなくとも，事前分布を仮定するとい

う意味でベイズ統計に基づいている方法も数多く提案されており，これらに本

質的な差があるのかどうかを明らかにすることが必要である．さらに，目的に

応じて損失関数を変えた場合にどのようなことが起こるか，についても詳しい

検討が望まれる．これらの課題に対しては，多くの研究が現在もなされている．

しかし，特定の基準と特定のモデル族に限定した結果である場合が多く，より

�
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一般的な性質を体系的に解明しておくことは，ベイズ統計理論の理論的側面と

応用的側面の双方の意味で重要となっている．より具体的な研究課題としては，

��� �つの確率モデルを選択する方法と混合モデルを用いる方法の差違はどの

程度か�

��� ベイズリスクはどのような値になるか�

��� 真の確率分布に対してどの程度の推定精度を与えるか�

��� ベイズ最適なモデル選択は真の確率分布，あるいは最適な確率分布を特定

できるのか�

�	� 真の確率分布，あるいは最適な確率分布を選択できる確率はどの程度か�

��� 目的に合った損失関数をどのように設定し，計算するか�

��� 損失関数を変えた場合にどのようなことが起こるか�

などがあげられ，現在も多くの研究がなされている．しかし，これらの研究は

特定の基準と特定のモデル族に限定した結果である場合が多く，より一般的な

性質を解明しておくことは，ベイズ統計理論の理論的側面と応用的側面の双方

の意味で重要となっている．

そこで，本研究ではベイズ統計理論に基づく推定方式に対し，漸近的側面か

ら解析，評価を行うことにより，上記の 
��～ 
	�の課題について新たな成果を

得ることを目的とする．本研究で議論する漸近的評価とは，データ数が大きく

なっていくときの性質を考えるという意味である．統計理論はそもそもデータ

から母集団の構造を推測しようとする目的があるので，データ数が増えたとき

に正しく母集団構造を特定できるのかという問題意識から，古くから漸近理論

が議論されている．さらに情報処理技術が発達した現在，データマイニング技

術が脚光を浴びるなど，データ数は大量に採取できる場面が多くなってきてお

り，そのような漸近的状況を考えることが現実問題に対しても有用となってき

ている．またデータ圧縮の問題などにおいても，大容量のデータファイルを圧

縮したいという問題意識があるので，漸近的評価は非常に重要といえる．

ベイズ統計に基づく推測の漸近的な評価が目的であるので，まず第一に推測

で考えている損失関数による評価を考えるべきである．第�章，第�章，第�章，

第�章では主にこの立場から，ベイズ統計理論に基づく推測の漸近的な評価を

行っている．また第二として，ある損失関数に対してベイズ最適に構成された
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推測方法が他の評価基準に対してどのような性能をもつか，という点を考える

ことも，統計的推測の漸近的性質を解明するという意味で価値がある．第章，

第	章では主にこの立場から，推定や予測を目的としてベイズ最適に構成され

たモデル選択の性質として，真のモデルを選択できない選択誤りを取り上げて

解析している．

漸近的評価の際，従来と異なる解析の切り口として確率モデルのパラメータ

の事後確率密度が漸近的に正規分布に慨収束することに着目する．事後確率密

度の漸近正規性についてはすでにいくつかの研究があるが，それぞれが個別に

議論されている．またその漸近正規性自体が興味の対象となっており，そこから

導かれる多くの性質に関してはあまり議論されていない．本研究では，ある一

般的な条件のもとで事後密度の漸近正規性を導き，これがベイズ推定の漸近的

性質において本質的な役割を演ずることを示す．事後確率密度がサンプル数に

対してどのような速さで正規分布に近づくかは，確率モデルの複雑さやFisher

情報行列に依存する．しかし，真の確率分布と確率モデルを固定した議論では，

サンプル数を大きくすることによりいずれ漸近正規性が成り立ち，これが漸近

的特性において本質的な役割を演ずる．すなわち，事後密度の漸近正規性を直

接用いることにより，ベイズ統計に基づく推定と予測の漸近性質について多く

の結果が 
直感的にも見通しよく�導かれるということが，本論文の主な主張の�

つである．

��� 本論文の構成

本論文は以下のように�章から構成されている．

まず，第�章において，本論文で使う統計的な推定と予測の数理的な問題設定

について述べ，従来研究をまとめる．さらに，本研究の位置づけ，および結果の

新規性と有効性について，その概要を述べる．

第�章，第�章においては，データ系列の逐次学習・予測問題に対して，対数

損失関数を考えた場合を取り扱う．これは工学的には情報源符号化の問題と等

価となる．J�Rissanen の記述長最小原理 
minimum description length� MDL�に基

づく規準 
以下，MDL規準���� ��� ����が暗に事前分布を仮定していることか

ら，ベイズ統計の枠組みで議論できることを指摘し，ベイズ最適解 
ベイズ規

準����� ��� ����との差を累積対数損失の面から解析する．これにより，逐次予測

問題における一般的な母集団に対し，MDL原理に基づきモデルを �つ選択する

方法と混合モデルを用いる方法の差を定量的に示す．前者をMDL規準，後者を

�
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ベイズ規準と呼ぶ．その際，第�章では両者で事前分布が同じ場合，第�章では

両者で事前分布が異なる場合を取り扱い，累積対数損失の面からベイズ規準の

MDL規準に対する優位性を明らかにする．

第�章では，����年の定常独立な 
independently identically distributed� i�i�d��パ

ラメトリック情報源に対する B�S�Clarkeと A�R�Barronの成果����を拡張し，情報

源符号化問題への応用上極めて重要な FSMX 情報源�	�� ���に対して，ベイズ規

準による逐次予測の累積対数損失，及びKL情報量をリスク関数としたときの漸

近式を導出する．これにより，Kullback�Leibler
KL�情報量という一般に広く使
われている尺度を用いて，ベイズ規準に基づき混合分布を用いる方法の漸近的

評価式が得られる．その漸近式は Clarkeと Barronの結果を階層モデル族に拡張

したものであり，損失の最小値に対するベイズ解の収束速度が従来よりも精密

な形で与えられたことになる．

第章では統計的モデル選択問題 �	��をベイズ決定理論の枠組みから取り扱

う．まず，統計的モデル選択問題をベイズ決定理論に基づいて定式化し，これが

ある損失関数のクラスに対しては一致性，すなわち選択されたモデルは漸近的

に最適モデルに収束する性質を持つことを数学的に証明する．この結果，目的

が真のモデルの発見にある場合でも，未来のデータの予測にある場合でも，ベ

イズ決定理論に基づくモデル選択は漸近的に最適なモデルを選択することがで

きることを示す．一致性は統計的モデル選択問題で従来から議論されてきた一

つの評価規準であり，ベイズ決定理論に基づくモデル選択の一つの漸近的性能

の評価が得られたことになる．

第	章では，真のモデルの推定を目的としたベイズ決定理論に基づくモデル

選択を扱う．まず，一般的な条件のもとで，真のモデルを選択できない選択誤り

確率の上界を導出する．これにより，真のモデルを特定するという目的に対し

て，その選択誤り率という基準での評価が与えられたことになる．さらに，ベ

イズ決定理論に基づくモデル選択の応用例として母集団のもつパラメータの変

化位置検出問題を取り上げ，ベイズ最適解を導出し，具体的問題におけるベイ

ズ的モデル選択の有効性を示す．

第�章では，J�Rissanen によって提案された確率的コンプレキシティ
stochastic

complexity�SC� ���� ����の概念の拡張形である，拡張確率的コンプレキシティ


extended stochastic complexity�ESC� ����� ����の性質を解析する．SCはベイズ最

適な符号
ベイズ符号�の符号長を統計的複雑さを測る尺度と考えたものであり，

ESCはその損失関数を一般形に拡張した規準である．したがって，第�章 � 第�
章が累積対数損失を考えていたのに対し，本章では一般の累積損失を適用した
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逐次予測問題を扱っている．ESCの漸近式の導出については，この分野の未解

決問題となっており �����，本論文でその一部が示されたことになる．

最後に，第�章において以上の成果をまとめ，結論と今後の課題について述

べる．

	



第 �章

問題設定 � 従来研究と課題

��� 統計理論と情報理論と学習理論

本研究では，ベイズ統計理論に基づく推測の問題を扱っている．その理論自

体は統計理論の一部であると考えられるが，実は統計理論は情報理論や学習理

論と密接に関係している．

情報理論における情報源符号化の問題を取ってみても，それを統計的推定と

みなすこともできれば，未知の情報源に対する学習を行っているとみなすこと

もできる．実際，統計理論の漸近論において，KL情報量やFisher情報量が本質

的となるように，漸近論においては，統計理論と情報理論の扱っている問題は

ほとんど同じといえる．しかし例えば，実際には統計理論では少数サンプルか

らの推定など，有限時点を議論しようとする思想も強い．一方で情報理論では

対象となるデータは膨大であることが多いので，少数サンプルを扱おうとする

考え方はほとんどない．

このような点で同じような問題を扱っていても，考え方や立場の違いが生み

出す差異があるのは事実である．しかし，これらをより大きな枠組みからとら

え，より体系的な考察を進めていくことは，本質を議論するためにも必要なこ

とであると考えられる．例えば，J�Rissanenが統計的推測のための規準として持

ち込んだ記述長最小原理
MDL原理�は，統計理論と情報理論の狭間に位置する

ものであり，統一的な観点から議論されるべきである．そこで本研究では，情

報源符号化の問題を統計的予測問題の一例とみなすなど，統計的決定理論の枠

組みから情報源符号化の問題，統計的モデル選択の問題，逐次的な学習問題を

とらえ，統一的な観点から体系的に考察している．

言葉の定義では，統計理論と情報理論，学習理論で違いがあるが，最初はな

るべく統計理論の言葉を用いて議論を行う．しかし，記述長最小原理の説明な

どの際には，それが符号長を統計的推測の規準とするものであるために，情報

�
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源符号化の立場からの説明が必要である．また，第�章の拡張確率的コンプレキ

シティは統計的学習理論における理論的成果であるので，ここでは学習理論の

用語が必要になる場合もある．したがって，以後では必要な際には情報理論や

学習理論の用語も併用して説明を加えるが，混同が起きない様になるべく両方

の用語を併記する形をとる．

��� 表記法の定義

X を離散あるいは連続のデータ空間，すなわち確率変数 X の値域とする．こ

れは情報理論の言葉では情報源アルファベットと呼ばれる．母集団 
情報源�か

ら観測された長さ n のデータ系列 
観測系列�を xn � x�x� � � � xn と表記する．た
だし，xi � X � 
i � �� �� � � �� である．また，情報源からの無限系列を x� とする．

xi � X � i � �� �� � � � � n から構成される全ての xn の集合を X n 
n � �� �� � � � ���と
し，x� � x と定義する．xn も確率変数の実現値であり，この X n 上の確率変数

を Xn とする．以下の章では，例えば回帰モデルのように，説明変数を X，目的

変数を Y のように記述することがあるが，この場合は確率変数 Z � 
X�Y �に関

して同様の表記，すなわち 長さ n の直積で定義される確率変数 Zn� Zn の実現

値
長さ n のデータ系列� zn� Zn の値域 Zn などを用いることにする．

本論文を通して，P 
�� は確率を表し，f
�� は確率密度を表すものとする．ま
た，確率と確率密度を区別せずに両方の意味で用いるときは，p
�� を用いる．
データ系列は確率分布 p�
xn� � p�
Xn � xn�� xn � X nに従って発生するものとし，

この真の確率分布 p�
��は事前には未知であるとする．本論文を通じ，右上添字
の � は，データ系列を発生させる真のモデルや分布，あるいはモデル集合内で
何らかの意味で最適なモデルやパラメータに対して用いる．後で出てくるよう

に，例えばモデル mの事前確率を P 
m�として，P 
xn� �
P

m P 
xnjm�P 
m�いう
ような記述を用いるが，本来正確を期するためにはこれらを PXn
xn� や PM 
m�

と記述するべきである．しかし，解析において非常に煩雑な記述となってしま

うため，本論文を通じてこれらの添字を省略し，P 
xn�� P 
m� などと記述する．

当然ながらこれらは，P 
�� に xn や m を代入した値ではなく，それぞれ引数を

とる変数の確率を表すものとする．

とくに断りがない限り，対数の底は eとし，符号化の問題で扱う
理想�符号長

の単位も nat とする．

k � � 行列 
k次元列ベクトル� x と k � k 行列 J に対して，ノルムを kxk
� 
xTx����，および kxk�J � xTJx と定義する．ここで，xT は x の転置ベクト

�
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ルである．また k次元ベクトル �k に対して �階微分可能な関数 g
�k� につい

て，�g��k�
��k

と ��g��k�
��k���k�T

をそれぞれ，�g��k�
��i

を第 i 要素としてもつ k � � ベクトル，
��g��k�
��i��j

を i�j 要素としてもつk � k 行列とする．これらを簡略的に g�
�k�や g��
�k�

とも表す．また，x の関数 g
x�� x�y の関数 h
x� y� に対し，g
x�jx�x� は g
x�� を，

g
x� � h
x� y�jy�y� は y � y� のときに等式 g
x� � h
x� y��がなりたつことをそれぞ

れ意味するものとする．k 次元ユークリッド空間 Rk のある部分集合 A � Rk に

対して，その体積を jAjと記述する．また，可算集合 B に対して，jBjはその大
きさ 
要素数�を表すものとする．

��� 対象とする確率モデル族

本研究では，広いクラスの確率モデル族として，離散モデル族，パラメトリッ

クモデル族，階層
入れ子型�モデル族を取り上げる．

定義 �� �離散モデル族� ��� 確率モデルが離散ラベル � で条件付けられる場合

を考える．すなわち，確率分布モデルが p
�j�� で与えられ，� の集合 � は有限

可算集合とする．離散集合で表される fp
�j��j� � �g を離散モデル族と定義す
る．本論文では，データ系列 xn を発生する真の確率分布がこのモデルクラスに

含まれていることを仮定しない．ただし，真の確率分布に対して，何らかの意

味で最適なモデル �� がモデルクラス � に存在するものとする
何の意味で最適

であるかについては，その都度定義する�． �

例 �� �多項分布� 有限離散集合 X � f�� �� �� � � � � �g 上の確率変数 X を考え，多

項分布を仮定する� pi をシンボル i� i � X � の生起確率と考える．p� � ��P���
i�� pi

である．ベクトル p� � 
p�� p�� � � � � p����T は，一つの多項分布モデルを規定する．
モデル �� は一つの多項分布モデル

p�
��� � 
p�
���� p�
���� � � � � p���
����T �

を意味するものとする．ただし，� � p�
���� p�
���� � � � � p���
��� � � かつ � �P���
i�� pi
��� � � である．同様に ��� ��� � � � を

p�
��� � 
p�
���� p�
���� � � � � p���
����T �

p�
��� � 
p�
���� p�
���� � � � � p���
����T �

��
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離散モデル族

真の確率分布

経験分布

最尤推定量

��

図 ���� 離散モデル族のイメージ図

� � � � � � �
として，離散モデルクラス � � f��� ��� � � �g を構成することができる．例えば，
� � � とし，各確率分布モデルを p�
��� � 
����� �����T � p�
��� � 
����� �����T �

p�
��� � 
����� �����T � � � �� p�
��� � 
����� �����T � p�
��� � 
����� �����T � p�
�	� �


����� �����T � � � �� p�
��
� � 
����� �����T と与えて，離散モデル族 � � f��� ��� � � � � ��
g
を構成することができる． �

図���に離散モデル族の幾何的なイメージ図を示す．真の確率分布から何らか

の規準で最も近いモデルが，その規準に対する最適モデル �� である．ちなみに

得られたデータ系列の経験分布からKL�情報量で最も近いモデルが最尤推定量

となる．

定義 �� �パラメトリックモデル族� 確率モデルが k 次元連続パラメータ �k

� 
��� ��� � � � � �k�T で特徴づけられる場合を考える．すなわち，確率分布モデルが
p
�j�k� で与えられ，�k は k 次元ユークリッド空間 Rk の部分集合 �k の要素とす

る．連続パラメータ �k で特定される確率分布モデルの集合 fp
�j�k�j�k � �kg を
パラメトリックモデル族と定義する． データ系列 xn を発生する真の分布がこ

のモデルクラスに含まれていることは仮定しない．ただし，真の確率分布に対

して，何らかの意味で最適なパラメータ �k� が �k 内に存在するものとする．以

後，これを最適パラメータとよぶ 
何の意味で最適であるかについては，その都

度定義する�． �

��
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真の確率分布

経験分布

最尤推定量 ��k

最適パラメータ �k�

パラメトリックモデル族
　

図 ���� パラメトリックモデル族のイメージ図

例 �� �多項分布� 有限離散集合 X � f�� �� �� � � � � �g 上の確率変数 X を考え，多

項分布を仮定する． pi をシンボル i� i � X �の生起確率と考える．p� � ��P���
i�� pi

である．k � � とし，ベクトル �k � 
��� ��� � � � � ���T � 
p�� p�� � � � � p����T は，一つ
の多項分布モデルを規定する．この �k を �k � f�k � ��� ��k � � � Pk

i�� �i � �g 内
の連続パラメータと考えれば，多項分布族は生起確率を連続パラメータとして

もつパラメトリックモデル族である． �

例 �� �正規分布� 実数軸上の連続集合 X � R� 上の確率変数 X を考え，正規分

布を仮定する．正規分布はその平均 �，分散 �� を考え，�k � 
�� ���T � k � �� と

すれば，�k を連続パラメータとしてもつパラメトリックモデル族と考えられる．

�

図���にパラメトリックモデル族の幾何的なイメージ図を示す．真の確率分布

から何らかの規準で最も近い分布のパラメータが，その規準に対する最適パラ

メータ �k� である．ちなみに得られたデータ系列の経験分布からKL�情報量で最

も近い分布のパラメータが最尤推定量となる．

定義 �� �階層モデル族� 確率モデルの構造を表す離散ラベル m の集合を

M とする．この m を単にモデルと呼ぶ．各モデル m が km 次元連続パラ

メータ �km を持つ場合を考える．すなわち，確率分布モデルが p
�jm� �km� で

��
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与えられ，�km は km 次元ユークリッド 空間 Rkm の部分集合 �km の要素とす

る．モデル m と連続パラメータ �km で特定される確率分布モデルの集合 H
� fp
�jm� �km�jm � M� �km � �kmg を階層モデル族と定義する．Hkm をモデル m

で表現できる確率分布のクラスとする．すなわち，Hkm � fp
�jm� �km�j�km � �kmg
である．このとき階層モデル族 H は

H � 	mHkm � 
����

と与えられる．

ここで，km� � km� � km� � � � をみたすモデル m��m��m�� � � � � M に対し，階

層構造
入れ子構造�

Hkm� � Hkm� � Hkm� � � � � � � � � 
����

があることを許容する．この階層関係は，M 内で全順序関係であっても，半順

序関係であってもよい． �

データ系列 xn を発生する真の分布がこのモデルクラスに含まれていること

は仮定しない．ただし，真の確率分布に対して，モデル mに対し何らかの意味

で最適なパラメータ �k
�

m が �km 内に存在するものとする．これを以後，モデル

mの最適パラメータとよぶ
何の意味で最適かについては，その都度定義する�．

図���に全順序の階層モデル族の幾何的イメージを示す．各モデルは一つのパラ

メトリックモデル族を構成し，それらが入れ子構造をなしている．よって，真の

確率分布に対して決まる最適なパラメータも，各モデルに対してそれぞれ存在

することが分かる．一方，モデル mについて考えてみると，Hkm の入れ子構造

により，H 内で最適な確率分布モデルが複数の Hkm に含まれてしまう可能性が

生じる．そこで，従来から統計的モデル選択問題で扱われてきた定義を採用し，

それらの最適な確率分布モデルを含む mのうち，パラメータの次数が最小のも

のを最適なモデル m� とする．これは，�� 同じデータ数でパラメータを推定す

ると次数が小さい方が推定精度が高いこと，�� 真の確率分布に対し，不必要な

パラメータを含むモデルは構造解析などの立場から好ましくない，などの理由

から受け入れられてきた定義である．

本研究においては，半順序の階層構造をもつモデル族も含めて階層モデル族

と定義したが，とくに階層関係が全順序のとき入れ子型モデル族 
nasted model

class�と呼ぶ．また解析の難しさの面で考えると，階層構造のない分離型モデル

族は比較的容易であり，本研究の結果はこの分離型の場合を含むことが容易に

分かる．このため，階層モデル族だけでなく分離構造を含むような広いクラス

のモデル族に対して，本研究の結果を適用することができる．

��
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真の確率分布

経験分布

m�のクラス

m�のクラス

m�のクラス

最適パラメータ

最適パラメータ

図 ���� 階層モデル族のイメージ図

例えば，m を有限マルコフ情報源の次数，�km をその遷移確率ベクトルとす

ると全順序の階層構造をもつモデル族 
入れ子型モデル族�となり，重回帰モデ

ルでどの説明変数を取り入れるかを表すラベルを mとし，そのもとでの回帰係

数，誤差分散を要素とするベクトルを �km とすれば，これは半順序の階層構造

をもつモデル族となる．

例 �� �重回帰モデル� 説明変数の集合 fX��X�� � � � �Xrg と目的変数 Y の線形回

帰モデルを考える．実際の解析において，どの説明変数が効いているかは未知

であり，説明変数の選択が行われる．説明変数の部分集合と目的変数の線形回

帰モデルを一つのモデル m と考え，各モデルを

m� � Y � 	� � 
� 
����

m� � Y � 	� � 	�X� � 
� 
����

m� � Y � 	� � 	�X� � 
� 
����

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
m�r�� � Y � 	� � 	�X� � � � � � 	rXr � 
� 
���

とすると，モデルクラスM � fm��m�� � � � �m�r��gが構成される．ただし，
は平
均 ��分散 �� の正規分布とする．それぞれのモデル mは，その回帰係数 	�� 	�� � � �

��
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と 誤差分散 �� を連続パラメータとしてもつ．ここで，例えば m� は m� におい

て 	� � � として得られるので，m� で表現される確率モデルのクラスは m� の

それに包含され，階層構造
入れ子構造�が存在する．この階層構造は，M 内で

全順序関係にあるわけではなく，半順序であることは容易にわかる． �

��� 統計的推定と予測

本研究では，モデル m�あるいはパラメータ �k� �km に対する推測
決定��を目

的とし，モデル間，パラメータ間に損失関数を設定している問題を推定問題と

定義する．一方，対象とする確率変数 X� あるいは Xn に対する推測
決定�を目

的とし，データ間あるいは分布間に損失関数を設定している問題を予測問題と

定義する．

前者はモデル集合やパラメータ空間の中から一つを推定結果として算出す

る．一方，後者はサンプル空間 X や X n の中の一点，あるいはその上に定義さ

れる確率分布を予測結果として算出する．したがって，予測と推定では考えて

いる決定の定義域
決定空間�が異なり，予測の良さを測る尺度と推定の良さを

測る尺度の定義域も異なっている．

以下では，本論文で扱う�つの問題，すなわち


�� 推定問題� 損失関数 L
m � Am�


�� 予測問題�


���� データ系列 xn の逐次予測�

　　損失関数
Pn

t�� L
xt � Ax��
Pn

t�� L
p
xtjxt���m� � Ap
xtjxt����

���� 一時点の x の予測�

　　損失関数 L
xn�� � Ax�� L
p
xn���mjxn� � Ap
xn��jxn��

について述べる．ただし，L
m � Am�はモデル m � Mと決定 Am � M間の損失関

数，L
xt � Ax�は xt � X と決定Ax � X 間の損失関数，L
p
xtjxt���m� � Ap
xtjxt����
は確率分布 p
xtjxt���m� � P と決定 Ap
xtjxt��� � P 間の損失関数である．また，
P は全ての確率分布の集合を表す．すなわち，確率モデルの離散パラメータの
空間M 上に損失関数が設定されている問題を推定問題，サンプル空間 X 上，
あるいはその上の確率分布の集合 P 上に損失関数が設定されている問題を予

�未知の対象に対して，何らかの情報を与えることを推測という．統計的決定理論では決定
と呼ぶ．また，決定の定義域を決定空間と呼ぶ．

��
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測問題としている �．確率分布間の損失関数 L
p
xtjxt���m� � Ap
xtjxt���� は，代
わりに対数損失 L
xt � Ap� � � logAp
xtjxt��� のように，xt � X と Ap
�jxt��� � P
の間に損失関数を考える場合も多い．この場合は，p
�jxt���m� で期待値を取れ
ば問題は等価となる．問題をこのように損失関数で分類して考えることにより，

ベイズ統計に基づく推測の損失関数，すなわち何に対してベイズ最適なのかが

明確になる．さらに，その推測の第一に考えられるべき評価関数も明確になる．

本研究はベイズ統計に基づく推測の漸近的評価を目的としているので，推測で

考えている損失関数を明確に分類して考察することは，結果を体系的に考察す

るための一つの有効な視点を与えるといえる．

しかし，現実問題への応用場面で使われている方法では，上記�つの問題は必

ずしも独立に考察されてはいない．損失関数を統計的推測�の目的と考えた場合

には，それぞれは別々に議論されるべきものと考えられるが，実際には 
����と


����の目的のために
��の統計的推定が行われることも多い．すなわち，モデル

やパラメータの推定は，実際には予測や制御のために行われるものであり，そ

のために最適な 
真のモデルがモデルクラスに存在する場合は真の�モデルとパ

ラメータを推定しておくのが望ましい，という考え方である．しかし本研究で

は，
��は �最適なモデルとパラメータを推定することが目的�である場合とし

て，
����と 
����の問題と明確に切り分ける．このように統計的推測の目的を明

確にすることで，客観的な規準が設定できるためである．ただし，
����や 
����

の予測を目的とした場合でも，モデル，パラメータの推定量を求め，それらを

用いて予測を行う方法を考えることができる．この場合は，精度の高い予測を

行うための推定法の構成が問題となり，評価関数は予測誤差損失で測ることが

できる．以上のように本研究では �漸近的評価�を目的としていることから，推

測の評価基準としての損失関数によって問題を分類することにより，結果を体

系的に考察している．

表���に本研究で扱う問題を分類した結果を示す．予測と推定は決定空間と損

失の定義域の差異による分類である．さらに予測は，データ系列に対する累積

損失
Cumulative loss�を考えるか，あるいは�時点の損失
Instantaneous loss�を考

えるかによって分類される．推定問題で累積損失を考える場合は，
数学的には

定式化できるが�現実的な応用例が明確でないため，本研究では扱わない．

�ここでは，確率分布が離散パラメータ m で条件付けられている場合を想定したが，これ
は対象とする確率モデル族で異なるので各章で正しく再定義する．

�統計的な推定と予測を合わせて統計的推測と呼ぶ．

�
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表 ���� 本研究で扱う推定問題と予測問題

決定空間� 損失の定義域の差異

推定 予測

xn に対する

累積損失 
����

損失関数 Cumulative loss

の差異 �時点の損失

Instantaneous 
�� 
����

loss

�	
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次に，決定を行うタイミングについて述べる．


�� 推定問題�

事前知識
モデル族�事前知識� 決定

と �
 �m

過去のデータxn


���� データ系列 xn の逐次予測�


事前知識� �
 �x�


事前知識� �x� �
 �x�


事前知識� �x� � x� �
 �x�


事前知識� �x� � x� � x� �
 �x�


事前知識� �x� � x� � x� � x� �
 �x

　� � � � � � � � � � � � � � �

事前知識� �x� � x� � x� � � � � � � � � � �� xn�� �
 �xn

と逐次予測した場合の t � � から t � n までの累積予測誤差を議論する


���� データ x の�時点の予測�

事前知識
モデル族�事前分布� 決定

と �
 �x � �xn��

過去のデータxn


����の逐次予測問題では xn � x�x� � � �xn を逐次的に観測しながら予測を続け
るのに対し，
����の一時点の予測問題では xn はすでに得られたもとでの次の

データの予測を考えている．これらは損失関数による分類であるので，決定の

前に観測されたデータ系列が与えられるかどうか 
過去のデータの有無�は本質

的ではない．しかし，それぞれの問題において �何を大きくしていったときの漸

近的状況に興味があるか� を考えると両者とも n � � の場合であるといえる
����．勿論，xn の逐次予測問題において，さらに過去の系列 xl � x�l�� � � � x��x�
が与えられている状況を考えても差し支えない．しかし，n を固定して l��
とする問題は，Xn を一つの多次元確率変数とみなしてしまえば一時点の予測

問題の結果がそのまま適用できるので，理論的興味は薄い．

��
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表 ���� 推定問題と予測問題�過去のデータの有無に関して

推定 予測

過去のデータ

xn に対する xl がある � �
累積損失 過去のデータ

Cumulative loss はない � 
����

過去のデータ

�時点の損失 xn がある 
�� 
����

Instantaneous 過去のデータ

loss はない � �

すなわち，
����の逐次予測問題では 逐次予測を長い期間続けていく際に予

測期間の累積予測誤差損失がどのようなオーダーとなるかに興味があり，一方


����の一時点の予測問題では観測できる過去のデータ数が大きくなっていくと

きにどのような性質があるか，に興味があるといえる．したがって，本研究で

は漸近的性質の評価を目的としているが，いずれの問題においても n � � の
状況を考えている．表���に，本研究で扱っている問題に対し，過去のデータの

有無をいう切り分けも加えた分類を示す．

����� 最適モデルの統計的推定問題

情報源から得られた長さ n のデータ系列 xn に基づいて，離散モデル族では

�，パラメトリックモデル族では �k，階層モデル族ではモデル m とパラメータ

�km を推定する問題を考えよう．

こうして推定されたモデルやパラメータはそのまま予測に使うことができる

が，本研究では統計的推測の評価尺度という観点から，パラメータ間やモデル

間の損失関数を考えている場合を推定問題と定義している．データ系列 xn から

推定された推定量を ��� ��k� ��km � �m などと記述し，例えば以下に述べる最尤推定

量や事後確率最大推定量，損失最小推定量などの意味で用い，記号については

各章で定義する．�種類以上の推定量を扱う場合は，��� ��k� ��km � �mという記述も

推定量の意味で用いる．

��
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推定問題においてはその目的が重要である．真の分布に対する最適値がある

と考え，その値に何らかの意味で近い推定を行うべきである．しかし，最適値

を事前に知る方法はないので，xn を用いて何らかの規準で推定量を構成する

ことになる．パラメトリックモデル族におけるパラメータの推定量については，

多くの研究がなされており，また実際に多くの事例に適用されている．データ

系列 xn の経験分布から KL�情報量の意味で最も近い推定量が最尤推定量 ���	�，

xn が与えられたもとでの事後確率の最大値を与える推定量が事後確率最大推

定量である ���．また，KL�情報量に限定せず一般の損失関数を用いて，経験分

布からの損失を最小にする推定量を損失最小推定量 ���とよぶ．パラメトリック

モデル族におけるパラメータの推定方法については，古くからの多くの議論に

よってほぼ体系化がなされており，本論文ではこのパラメータ推定の問題につ

いては議論しない．

本研究で主に取り扱う推定問題は，階層モデル族におけるモデル mの推定問

題である．これは統計的モデル選択問題と呼ばれるもので，多くの現実問題にお

いて生じる反面，その階層構造のために最大尤度原理が意味をなさず，検定によ

る方法も本質的な問題が生じてしまうという難しさがある．統計的モデル選択問

題に関しては，現在でも理論的，実務的の両観点から広く研究されており，モデ

ル mの選択規準として様々なタイプの規準が提案されている．このような規準

として代表的なものは，赤池の AIC 
Akaike information criterion����，C�Schwarzの

BIC 
Bayesian information criterion������，J�Rissanen の MDL 
minimum description

length������などである．例えば AICは予測を目的とした選択規準であり，先に

述べた未来データの予測問題をモデル選択の範疇で議論したものである ���	�．

また，MDLは xn を最も圧縮可能なモデルを選択する規準である．すなわち，推

定と予測を明確に切り分けるのは難しく，�精度の高い予測を行うための推定�

といった議論も行われることが多い．最適モデル m� の推定を目的とした場合，

mの選択に対する ��� 損失を考えた場合の漸近ベイズ最適を与える BICがその

目的に適した規準といえる．

本研究では，真のモデルを発見を目的としたモデル選択とデータ系列 xn や

未来のデータ xn�� の予測を目的としたモデル選択を，明確に分類して議論を行

う．これは，mを一つに決めるという手順は同じであっても，その目的を表す損

失関数が異なるためである．したがって，当然ながら両者で性能評価の基準は

異なって構わないし，その方が自然であると考えられる．

��
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����� データ系列の逐次予測問題

未知の母集団から得られる長さ n のデータ系列 xn を逐次的に予測する問題

を考える����．一般に統計とはデータ系列 xn � x�x� � � �xn を観測して何らかの情
報を得る場合を指すことが多いが，例えば情報源符号化の問題や逐次的な学習

問題で扱う予測などでは，母集団から逐次的に得られるデータ系列 xn を逐次圧

縮したり，逐次的に予測する問題を扱う必要がある．

ここで，予測には次の�つの形が考えられる����．


�� x そのものの予測値を決定する


�� x の確率分布 p
x�を予測結果として決定する

通常，予測といえば xそのものの予測値を考える場合も多い．すなわち，�明

日の天気は晴れである� といった結果の予測である．これに対し，�明日の天気

は，晴れが ��� 曇り ���� 雨 ���である�というように，その確率分布を予測結

果として示す場合はより多くの情報を与えることになる．

ここで，一般的な損失関数を定義しよう．xの確率あるいは確率密度を Ap
x�

と予測した場合の損失関数を L
x�Ap
���とする．もし，xの予測値 Axを考える

場合には，損失関数を L
x�Ax�とする．以下では記法の簡略化のため，これら

の予測を区別しないで，xに対する予測を Adとし，L
x � Ad�と記述する．

逐次符号化問題や統計的学習問題などの，xn � x�x� � � �xn を次々に予測して
いく逐次予測問題において，その累積の予測誤差を評価とする場合を考える．

まずある時点 tにおいて，過去の観測データ xt�� から次の観測 xt を予測する場

合を考えよう．観測データ xt�� に基づく xt に対する何らかの予測を Ad
xtjxt���
とし，実際に xtが観測されたときのその予測誤差損失を L
xt � Ad
xtjxt����とす
る．その t � � から t � n までの累積の予測誤差損失

nX
t��

L
xt � Ad
xtjxt����� 
��	�

を定義し，この累積損失を小さくするような予測法 Ad
�j��を考えると，これは
過去の観測が得られない場合のデータ系列 xn の逐次予測問題ととらえること

ができる．

実際には，この損失の値は xnが与えられるまで計算できないので，ベイズ規

準 ����や min�max規準 ���� ��� ��� ��などのもとに予測法を構成することになる．

��
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対数損失と逐次予測

確率分布を予測する際の良さを測る尺度である損失関数の代表は，対数損失


logarithmic loss� � logAp
xn� である．これは，多くの良い性質が知られ，広く
受け入れられている損失関数である �����．

ここで，実現値 xに対し，確率分布を AP 
x�と予測したときの良さを測る尺

度として，対数損失関数

L
x�AP 
��� � � logAP 
x� 
����

を考える．この損失は確率理論，統計理論において本質的であり，多くの従来

研究はこの損失関数，あるいはこれの期待値をとった平均対数損失をもとに展

開されている．平均対数損失は後で述べる KL情報量とエントロピーの和であ

り，分布間の距離を KL情報量で測ったときの推測を議論することに等しい．対

数損失やKL情報量を評価関数とした予測は従来から広く適用，研究されてお

り，この損失関数を議論することは本質的である．

もし，対数損失関数を考え，過去のデータ xt��のもとで xtの確率を AP 
xtjxt���
と予測した場合には，

� logAP 
xn� �
nX
t��

f� logAP 
xtjxt���g� 
����

となる．ただし，AP 
xn� �
Qn
t��AP 
xtjxt���� AP 
x�jx�� � AP 
x�� である．

情報源符号化問題，一括予測問題との関連

本研究では，第�章と第�章において，MDL原理に基づく予測を取り扱ってい

る．MDL原理は後で述べるように，符号長という評価尺度を統計的推論に持ち

込んだものである．また，MDL規準の導出の際に，一括予測問題という枠組み

も必要となってくる．そこで，その準備として情報源符号化の観点から見た予

測問題と一括予測問題について述べておく．

逐次予測ではなく データ系列 xn をまとめて予測する問題を考えた場合，xn

と予測の間に損失関数が定義されるべきである．このような問題をデータ系列

の一括予測問題と呼ぶ．まず，xn の確率を AP 
xn� と予測した場合の損失関数

を L
xn� AP 
��� と定義する．もし，xn の予測値 dn � �xn を考える場合には，損

失関数を L
xn� dn�とする．以下では記法の簡略化のため，これらの予測を区別

�例えば，分布のパラメータ推定で良く用いられる最尤推定量は対数損失を考えていること
になる．

��
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しないで，xn に対する予測を Ad
xn�とし，L
xn � Ad
���と記述する．当然なが
ら，逐次予測問題と一括予測問題では決定が異なるので等価な問題ではない．

ここで，実現値 xn に対し，確率分布を AP 
xn�と予測したときの良さを測る

尺度として，対数損失関数

L
xn� AP 
��� � � logAP 
xn� 
�����

を考えてみる．
����式にあるように，これは逐次予測問題の累積対数損失と一

致する．すなわち，対数損失を考えた場合には，データ系列を逐次予測した場

合の累積対数損失とデータ系列を一括で予測した場合の損失を考えることは等

価となる．

一方，対数損失を評価関数とした予測は情報源符号化問題と密接に関係する．

この情報源符号化問題そのものを扱っていると言っても過言ではない．以下に

その概略を述べる．

xn を圧縮する問題は，以下で述べるように逐次予測と一括予測の一例と考え

ることができる．これは累積対数損失を評価関数としたxn の予測問題に帰着す

る．まずは，一括的に与えられた xn を圧縮する場合を考える．離散のデータ系

列 xn を長さ C
xn� �nat�で符号化するものとする．このとき，歪みなく符号化す

るためにはクラフトの不等式���X
xn�Xn

exp f�C
xn�g � �� 
�����

をみたす必要がある．ここで，
P

xn expf�C
xn�g � �とすると符号長にロスが生

じるので，
P

xn expf�C
xn�g � �と仮定する．このとき，C
xn� � � logAP 
xn�と
おくと，

P
xn AP 
x

n� � �が得られ，AP 
Xn�は X n 上の確率分布を表すことがわ

かる．すなわち，符号化の問題は � Xn の確率分布 AP 
Xn� をどのように設定

するか �に帰着する．このように xn の符号長を � logAP 
xn�と解釈することが
できるが，任意の AP 
xn� に対してこれが自然数となる訳ではない．そのため，

� logAP 
xn�は理想符号長と呼ばれる．実際に AP 
xn�が与えられたときに，そ

の確率分布に対して最適な符号化はハフマン符号���で達成される．また，計算

量が n のオーダで，またシンボルを �文字ずつ逐次符号化していくことを可能

とした算術符号 ���でも，ほぼ � logAP 
xn� 程度の符号長で符号化が可能であ
り，�文字当たりの平均符号長は n�� のとき AP 
�� に対する最適符号長に近
づくことが知られている．

この符号化の真の確率分布 P �
xn� に対する平均的な冗長度は

E�
�
log

P �
Xn�

AP 
Xn�

�
�

X
xn�Xn

P �
xn� log
P �
xn�
AP 
xn�

� 
�����

��
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となり，これを小さくする AP 
xn�が良いことがわかる．ただし，E����は P �
��
による期待値を表す．P �
xn�が与えられると �Pxn�Xn P �
xn� log P �
xn� は定数

であるので，�Pxn�Xn P �
xn� logAP 
xn�を考えても良いことになる．
�����式の

冗長度は n次の KL�情報量，あるいはダイバージェンス 
divergence�と呼ばれ，

�xn � X n P �
xn� � AP 
xn� のとき最小値 � をとる．したがって，真の確率分布

P �
xn�が既知の場合は � log P �
xn�という符号長で符号化すれば最適であるが，

現実的に未知な場合が多い．したがって，P �
xn� 未知の状況で，AP 
xn�をどの

ように決定するかが問題となる．あるクラスの情報源全てに対して，�記号当た

りの平均符号長，すなわち � �
n
logAP 
xn�，あるいはその期待値がその圧縮限界

limn�� �
n
E��� log P �
Xn��に収束するとき，この符号は 
そのクラスに対する�ユ

ニバーサル符号と呼ばれる．以上のように，この問題は xn が出現したときの予

測誤差損失を � log P ��xn�
AP �xn� あるいは � logAP 
xn� とした場合の xn の一括予測問

題ととらえることができる．

先にも述べた通り，AP 
xtjxt���� 
t � �� �� � � � � n� は AP 
xn� を与えるので，対

数損失を仮定した場合には，データ系列 xn を一括で予測する問題は前述の逐次

的に予測する問題と等価になる．すなわち，対数損失は一括の予測損失と逐次

予測の累積損失が同じになり，両方を統一的に扱えるという便利さを持ち合わ

せている ����．これは xn を一括で符号化した場合と逐次的に符号化した場合と

で，符号長は同じになることを述べている．

����� 一時点のデータの予測問題

情報源から得られた長さ nのデータ系列 xn に基づいて，次のデータ x � xn��

を予測する問題である．これは，前節で説明したオンラインの予測問題において

累積損失を考えず，xn のもとで次の xn�� の損失のみを考えることに相当する．

予測 AP 
�� に対して xが出現したときの損失関数を対数損失 � logAP 
x� と
すると，これは xn が与えられたもとで，次の xn�� を予測符号化する問題と等

価である．すなわち，xn�� の予測問題は，過去の系列 xnが得られたもとで xn��

の確率分布をどのように推定するかに帰着する．前節のデータ系列に対する逐

次予測問題との違いは �累積損失を考えるか，それとも次の�シンボルの損失を

考えるか�にあるといえる．

��
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��� 従来研究

前節では統計的推定・予測問題をその目的からまとめた．その中で本研究で

は 第�章 � 第�章で対数損失に対する xn の予測問題，第章と第	章で m� の推

定問題と xn�� の予測問題，第�章で一般の損失に対する xn の予測問題を扱って

いる．ここでは，これらに対する従来研究の成果をまとめ，本研究への展開に

ついて述べる．

����� 統計的モデル選択問題

���節で分類したそれぞれの問題に入る前に，一般に統計的モデル選択問題と

して広く認識されている問題について述べる．本研究では統計的推測の各問題

を評価関数である損失関数の面から分類しているが，一方では方法による分類

も可能である．階層構造のモデル族において，モデル m を選択する問題はそ

の損失関数に関わらず，統計的モデル選択問題と呼ばれ，広く研究されている

テーマの一つである．

本研究では，ベイズ統計に基づく推測の評価を目的としているので，損失関

数による分類を行っている．統計的モデル選択問題も，その目的に応じて損失

関数を適切に設定し，場面にあった規準を採用するべきである．モデル選択規

準による統計的推測の評価を考えた場合，まず第一にその損失関数を議論する

ことが必要であろう．さらにそのモデル選択規準の性質として �他の評価基準

に関してはどの程度のパフォーマンスを示すか�という点に興味が生じる．

統計的モデル選択問題が興味の対象となる理由の一つは，非常に広い応用範

囲をもつためである．例えば，重回帰分析などの多変量解析においても，必要

な変数だけを取り込み，不要な変数を除く操作が行われるが，これも統計的モ

デル選択問題とみなすことができる．実際にどの重回帰モデルを選択するかに

ついては，固有技術と経験も駆使しながら，F値や寄与率，自由度調整済み寄

与率，二重調整済み寄与率，AIC などの規準を用いて適切なモデルを選択する

ことになる．しかし，各規準で最適とみなされるモデルはしばしば異なり，そ

の規準の意味を正確に把握しなければ，最終的にどのモデルを選ぶかについて

は客観的な判断ができない場合も多い．以上のように，統計的モデル選択問題

�	��は，理論的に興味深いテーマであるだけでなく，非常に広範囲の応用を持つ

極めて重要な問題の一つである．とくに候補であるモデル族が階層的な構造を

持っている場合，次数の低いモデルはより次数の高い
表現能力の高い�モデルに

含まれるという性質が問題を難しくしている．このようなモデル選択問題を根

��
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本から考えると，�選択したモデルをどのような目的で用いるか�が重要と考え

られる．すなわち，何らかの損失関数，リスク関数が定義され，それをある意

味で最適化するモデルを選択する規準が構成できれば，これはモデル選択にお

いて有効な情報となる．

次に統計的モデル選択問題として定式化できる問題の例をあげる．

例 �	 �回帰モデルの変数選択� 重回帰分析 ����では説明変数 x�� x�� � � � � xr と誤
差項 
 の線形モデルで目的変数を表現する．通常，説明変数 x�� x�� � � � � xr には
技術的，経験的に考慮して，目的変数に効いてくるであろう変数を取り上げる．

しかし，目的変数への影響の強さ
標準回帰係数�は説明変数によって異なり，変

数によっては実際には目的変数に影響を与えないことも考えられる．サンプル

数が少ないときに，真の標準回帰係数が小さい説明変数を取り込むと予測精度

が劣化することがある．また，目的変数に本当は影響しない説明変数を取り込

んだ場合も予測精度が劣化する．したがって，これらの説明変数の候補から，目

的に応じてモデルに取り込む変数を選択する必要があり ���，この場合は予測を

目的としたモデル選択を議論するべきである．一方，構造解析を目的とした重

回帰分析においても，本当に効いている説明変数のみをモデルに取り込むこと

が必要である．この場合は真のモデルの発見を目的としたモデル選択を議論す

るべきであろう．以上のことは，線形モデルに限定しない非線形回帰モデルで

も同様である．また，時系列を扱う自己回帰モデル 
ARモデル�や自己回帰移動

平均モデル 
ARMAモデル�����においても同様のモデル選択が必要である ����．�

例 �� �隠れマルコフモデル�Hidden Markov Model�の選択問題� 隠れマルコ

フモデル 
Hidden Markov Model� HMM�は，音声認識システムにおいて有用なモ

デルであることが広く認識されている ����．通常，学習用サンプルからHMMの

パラメータを推定し，そのモデルを用いて音声の認識を行うことになる．しか

し，音源は連続信号であり，厳密には離散的な状態を考えるHMMに従って発生

していないことは明らかである．通常は量子化操作の後で，HMMモデルを適用

することになる．したがって，サンプル数が十分多いときは複雑なHMMの方が

良い認識率を示すが，逆に少ないときに複雑なモデルを仮定すると認識率が劣

化することは明らかである �����．この問題においては，予測を目的としたモデ

ル選択が必要となる． �

例 �� �母集団のパラメータ変化の検出� ある特性値の離散的なカテゴリがあ

り，それぞれのカテゴリに対してデータが得られる場合を考える．例えば薬効

�
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実験においては，薬品の投入量を数段階 
カテゴリ�に設定し，それぞれのカテ

ゴリで薬品の効果に関するデータが与えられる．その効果の現れ方を確率分布

で表現できるとき，問題はその効果が投入量に対してどのように変化するかで

ある．投入量を増やしても効果は変化しないかもしれないし，あるカテゴリ間

で効果が大きく変化するかもしれない．実験で与えられたデータから，どのカ

テゴリ間で確率分布のパラメータが変化しているかを推定する問題は，統計的

モデル選択問題として定式化できる．

一方，母集団から時系列で与えられるデータをモニタリングし，母集団分布

のパラメータの変化を検出する問題がある．統計的品質管理において工程の異

常を発見するなどの目的で利用される管理図はこの問題を扱っている．この問

題も，変化時点の特定とパラメータ推定を同時に行う統計的モデル選択問題と

して定式化できる ���� ��	�．

パラメータの変化を正確に検出したいという場合には，真のモデルの発見を

目的としたモデル選択問題として定式化される． �

一般的なモデル選択問題におけるモデル選択規準に関しては，予測を考えた

AIC ���� 推定を考えた BIC����� や MDL���� の他，多くの情報量規準���� ���� ����

が提案され，それらの性質が明らかにされている．

����� 一時点のモデル推定問題

ここでは真のモデルの発見を目的としたモデル選択について述べる．

Schwarz の BIC

C�Schwarzは，モデル選択の規準として，

log
Z
�km��km

p
xnjm� �km�f
�km jm�d�km� 
�����

という規準を与え，その漸近式を BICとして導出した�����．その漸近式 BIC
m�

は O
log n� までの項を考え，

BIC
m� � log p
xnjm� ��km�� km
�
log n� o
log n�� 
�����

と与えられる．この式に 
���をかけると，ベイズ符号の符号長となるので，こ
れはパラメータに対して混合をとるタイプの MDL と本質的に等価である．さ

らに，これをベイズ規準の面から考えると，一様分布 P 
m� � ��jMj を事前分

�	
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布とした場合の m の事後確率 P 
mjxn� を最大化しているのと等価であるので，
事後確率に対するモデル選択の誤り率を最小化していることになる．これは，

モデル選択の損失として，���損失を与えた場合のベイズ最適な決定 
ベイズ決

定�となっている �	��．

この方向の研究としては，Poskitt が パラメータの推定誤差も考慮にいれた

ベイズ決定に基づくモデル選択法を提案している ����．しかし，これは特定の目

的に特化した規準であり，また式が簡潔になるように損失関数を設定している

感がある．

本研究への展開

BIC や MDL はベイズ統計に基礎をおく規準であるが，これは事前分布を仮

定しているためである．ここで，もし事前分布が仮定できるならば，ベイズ決

定理論 ��� �	� ���に基づき，ベイズ最適なモデル選択を構成することが最適性

の面からも合理的であると考えられる����．ベイズ規準では様々な損失関数に対

し，有限長のデータに対してベイズ最適なモデル選択とパラメータ推定が可能

となる．ベイズ決定理論に基づくモデル選択は，ベイズ統計の枠組みで統一し

た議論が行われるという点で一貫性があり，BICや MDLでも事前分布が仮定さ

れているように，モデル選択問題に対して非常に相性のよい解法の一つといえ

る．そこで本研究では第章と第	章において，様々な現実的な損失関数に対し

てベイズ最適なモデル選択を定式化する．さらにその性質として，ベイズ最適

なモデル選択が一致性をもつ，すなわち漸近的に最適なモデルを選択できると

いう性質を示す．

����� データ系列の逐次予測問題 ���� 累積対数損失に対する展開

本論文では，真の確率分布は未知であるが，確率モデル族が与えられている

場合を考える．長さ n のデータ系列 xn を逐次予測する問題に対数損失関数を

適用すると，それは前節で述べたように一括予測問題，および情報源符号化問

題と本質的に等価となる．この事実を逆手に取り，情報源符号化の観点から導

出された規準を，統計的な推定や予測に適用しようとする一連の考え方がある．

以下ではその概略を述べる．

ある確率モデルのクラスが与えられたときに，そこから発生するデータを

この確率モデルを用いて符号化するという考え方は，情報源符号化の分野では

古くから研究されてきた．その一連の研究において根本に存在する重要な概念

��
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は，J�R�Rissanen の記述長最小原理
minimum description length principle� MDL原

理���� ����である．この研究の流れとして，ベイズ符号というベイズ最適な符号

が提案され ���� ��� ���，最近ではベイズ符号の性質，およびその構成法などにつ

いて多くの研究がなされている ��� ��� ����．これらは，本質的にn個のデータ

に対する累積の対数損失を評価関数とした，xn の予測を扱っている．そのため，

そのまま予測に適用することが可能である．さらに，データ系列 xn の情報量を

測る尺度として MDL原理を発展させた形の確率的コンプレキシティ
stochastic

complexity� SC�����についても，損失関数を一般化した拡張確率的コンプレキシ

ティ
extended stochastic complexity� ESC������ ����が提案されるなど，現在多く

の研究が進んでいる段階である．これらはすでに情報源符号化という目的のも

のではなく，統計的学習や予測を目的として導かれている点が重要である．

本研究では，この MDL規準からベイズ規準，および SC，ESC までの一連の

研究の成果を踏まえ，より広い視点からこのような規準による予測の基本的な

性質を解明している．以下で，対数損失を扱っているMDL規準
MDL符号�，SC，

ベイズ規準の定義を与え，これまでに明らかにされている成果についてまとめ

る．確率モデルを陽に仮定しないタイプのユニバーサル符号化，例えば定常エ

ルゴード情報源に対してユニバーサルであることが証明されている Ziv �Lempel

符号����� ���などは対象としない．

離散モデル族の場合

まずは MDLが符号化の観点から導かれたことを受けて，情報源符号化の立

場からMDL原理の概略をまとめる．また，本節では X は離散アルファベットと
するが，連続でも同様の議論が可能である．P 
xnj�� � P 
Xn � xnj��をモデル �

が表す確率分布，C
�� を � を符号化するのに必要な符号長とする．このとき，

xn を �で符号化すると，その符号長は � log P 
xnj��である．これは �が既知で

あればクラフトの不等式を等号でみたすが，xn に対してその都度良い圧縮性能

をもつ � を選ぶとすれば，クラフトの不等式をみたさず，一意復号が不可能と

なる．そこで，まずどの �を用いて符号化するかを復号側に知らせるために，�

を一意復号可能な符号長 C
��で符号化し，次にこの � を用いて xn を一括符号

化すれば，これは xn は一意復号可能となる．すなわち，� log P 
xnj�� �C
��と

いう符号長で xn を符号化することができる．MDL符号は，この符号長を最も

短くする � を用いて xn を符号化する方法である．すなわち，符号長は

min
���

n
� log P 
xnj�� � C
��

o
� 
�����

��
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と与えられる．

ここで，xn の場合と同様に，
P

��� e
�C��� � � とすれば，P 
�� � e�C��� をモデ

ル � の事前確率と解釈することができる．したがって，与えられた xn に対する

MDL規準の対数損失は以下のように定義される．

定義 �� �離散モデル族に対するMDL規準� 離散モデル族 � に対する MDL規

準の累積対数損失，すなわちMDL符号の符号長 L�
MDL
x

n� は 

L�
MDL
x

n� � min
���

f� log P 
xnj��� log P 
��g� 
����

で与えられる． �

次式で与えられる ��MDL は MDL推定量と呼ぶ．

��MDL � arg min
���

f� log P 
xnj�� � log P 
��g
� arg max

���
P 
�jxn�� 
���	�

上式の展開により，離散モデル族に対しては MDL推定量は事後確率最大推定量

に一致することがわかる �����．事後確率最大推定量は，� の選択に対して ���

損失関数を考えた場合の事後ベイズリスクを最小にするベイズ最適解である．

一方，� 上に事前確率 P 
��が仮定されるならば，符号長を損失関数として考

えた場合，すなわち対数損失に対するベイズ最適な予測を構成することが可能

である．これをベイズ規準による予測と呼ぶ．これを符号化の問題ととらえた

とき，このベイズ最適な符号をベイズ符号と呼ぶ．このベイズ最適解は，クラス

内の全ての確率モデルの混合モデルの対数損失で与えられる ����．このことを

以下で示そう．�がデータを発生する真の分布を表すとしたとき，決定 AP 
xn�

の冗長度
KL情報量�は

R
��AP � �
X

xn�Xn

P 
xnj�� log P 
x
nj��

AP 
xn�
� 
�����

で与えられる．これをリスク関数という．これは，xn に対する損失を符号長の

差 log P 
xnj�� � logAP 
xn� とした場合の平均損失である．しかし，事前に � は

未知であるので，事前分布 P 
��に対して平均的に良い予測の構成を考える．す

なわち，

BR
AP � �
X
���

X
xn�Xn

�
P 
xnj�� log P 
x

nj��
AP 
xn�

�
P 
��� 
�����

�L�MDL�x
n� の上付き記号 �は離散モデル族に対する符号長であることを意味する．以下で，

パラメトリックモデル族，階層モデル族についても，同様な表記法を用いる．

��
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を最小化する AP 
�� は事前分布に対して平均的に良い予測を与える．BR
AP �
はベイズリスクとよばれる．この最小化はベイズ平均対数損失

BL
AP � �
X
���

X
xn�Xn

P 
xnj��f� logAP 
xn�gP 
��� 
�����

の最小化と等価である．これを書き換えると，

BL
AP � �
X

xn�Xn

P 
xn�f� logAP 
xn�g� 
�����

となる．ただし，P 
xn� �
P

��� P 
xnj��P 
��であり，この BL
AP �を最小化する

AP 
xn�は，Shannon の補助定理より，AP 
xn� � P 
xn�で与えられる．すなわち，

ベイズ最適な予測は � log P 
xn�で与えられることがわかる．当然ながら，情報
源符号化の言葉で述べると � log P 
xn�はベイズ符号の符号長を与えているとい
える．次節以降で述べるパラメトリックモデル族，階層モデル族に関しても，同

様の手順でベイズ符号が構成できる．

定義 �	 �離散モデル族に対するベイズ規準� 離散モデル族に対するベイズ規準

の累積対数損失，すなわちベイズ符号の符号長 L�
Bayes
x

n� は

L�
Bayes
x

n� � � logX
���

P 
xnj��P 
��� 
�����

で与えられる． �

離散モデル族に対しては，Rissanen により，同じ事前分布のもとでベイズ規

準の累積対数損失がMDL規準のそれを下界することが示されているが �����，こ

れはパラメトリックモデル族や階層モデル族でも成り立つ一般的性質である．

また，Clarkeと Barronは i�i�d�情報源に対する離散モデル族を考え，対数損失に

対するベイズ規準の漸近的なリスク，ベイズリスク，min�maxリスクを解析し

た ���．例えばベイズ規準による予測のリスクに対し，

E� hL�
Bayes
X

n�
i
� E� �� log P 
Xnj����� log P 
��� � o
��� 
�����

という漸近式を導いている．ただし，�� は第�章で定義する最適なモデルであ

り，E���� は P �
�� � P 
�j��� による期待値を表す．しかし，離散モデル族に限定
した議論は，他にはあまりなされていない．これは，応用的側面からパラメト

リックモデル族や階層モデル族の方に興味が集中していることや，また離散モ

デル族に対しては多くの性質が自明に導くことができるためと考えられる．し

��
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かし，離散モデル族に対して，それらの性質を明らかにしておくことは，今後

の研究のためにも必要である．

本研究では，Clarkeと Barron の成果を受けて，MDL規準とベイズ規準の累積

対数損失の差がモデル族に依存して変わってくることを示すために離散モデル

族を取り上げ，両規準の累積対数損失の差を解析する．

パラメトリックモデル族の場合

もともとのMDL規準は，パラメトリックモデル族に対して提案され，その累

積対数損失の漸近式が Schwarz の BICと同じ形になることが示された．これが

符号化の概念を統計的推測に導入した最初の成果である．一方，ベイズ符号は

パラメトリックモデル族に対するベイズ最適な符号として提案され，その後階

層モデル族に拡張されている．

まず，符号化の観点から導かれたMDL規準の概略から述べる．パラメトリッ

クモデル族の場合，まず確率モデルのパラメータ �k を符号化し，その確率モデ

ルを用いて xn を � log P 
xnj�k�という符号長で符号化することを考えればよい．
しかし，パラメータ �k は連続であるため，それをそのまま符号化することがで

きない．MDL符号では，パラメータ集合 �k を量子化して可算のセル 
直方体�に

分け，その代表点 ��k を符号化することを考える．
��k
n を量子化されたパラメータの代表点 ��k の集合とする．この集合はデータ

長 nに依存しても構わない．すなわち，xn を符号化する際には ��k � ��k
n とする．

量子化セルに番号を付けることを考え，�k
n�l を l 番目のセル内のパラメータの

集合とする 
l � �� �� � � ��．このとき 	l�k
n�l � �k，かつ �k

n�i  �k
n�j � �� i �� j� とな

るように量子化されるものとする．	n�j
��k� を ��k で代表されるセルの j 番目の

辺の量子化幅とすると，セルの個数は高々 O
��max
Qk��
j�� 	n�j


��k��である．この

とき，各代表点 ��k を符号長 � log f
��k��P
j log 	n�j
��

k�で符号化することができ

る ����．ここで，f
�k�は �k 上の事前確率密度であり，
R
�k f
�

k�d�k � �をみたす．

ここで，符号化のロスが生じないように ��k
n は

P
��k���k

n
f
��k�

Q
j 	n�j
��

k� � � とな

るように選ばれているとする．したがって，この符号化は f
��k�
Q
j 	n�j
��

k�を ��k
n

の事前確率と考えて符号化していることに相当する．

ここで，パラメータ集合の量子化の方法を議論しなければならない．量子化

は符号長が最小化されるように設定されるべきであるが，これは漸近的な方法

��
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によって可能であり，適当な正則条件のもとで漸近最適な量子化幅は

k��Y
j��

	�n�j
��
k� �

�
p
n
k
q
detJ
��k�

� 
�����

で与えられる ��� ��� ��� ��� ����．すなわち 	�n�j
��
k� � O
��

p
n� である．ここ

で，J
�k�はフィッシャー情報行列 
Fisher information matrix�であり，

J
�k� � lim
n��

�

n
E�

�
��

� log P 
Xnj�k�
��k
��k�T

�
� 
�����

で与えられる．ただし，E� は P 
�j�k� による期待値を表す．

定義 �� �パラメトリックモデル族に対するMDL規準� パラメトリックモデル族

に対するMDL規準の累積対数損失，すなわちMDL符号の符号長 L
��k
MDL
x

n� は

L
��k

MDL
x
n� � min

��k���k
n

�
� log P 
xnj��k�� log f
��k�

p
n
k
q
detJ
��k�

�
� 
����

で与えられる ��� ��� ��� ���． �

一方，与えられた事前密度 f
�k� に対してベイズ最適な予測を構成すること

により，ベイズ符号が与えられる．

定義 �� �パラメトリックモデル族に対するベイズ規準� パラメトリックモデル

族に対するベイズ規準の累積対数損失，すなわちベイズ符号の符号長 L�k

Bayes
x
n�

は

L�k

Bayes
x
n� � � log

Z
�k
P 
xnj�k�f
�k�d�k� 
���	�

で与えられる ���� �� ���．ここで，積分計算は �k 上で行われるものとする．�

パラメータが量子化されたあとを考えると，

� logX
��k

P 
xnj��k�f
��k�
k��Y
j��

	j
��
k��

という損失の予測法も構成でき，これは量子化後で定義するベイズリスクの意

味で最適解を与える．しかし，事前密度が与えられていれば 
���	�式がベイズ最

適であり，これは上式で 	j
��k�� � とすることによっても得られる ����．すなわ

ち，
���	�式は累積対数損失を適用した場合のベイズ最適解である．このベイズ

最適性は Matsushimaら ����によって示されたが，それより以前に Rissanenが SC

��
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をこの形で定義している �����．また，Matsushimaらの論文 ����では，最悪の場合

の累積対数損失を最小にするというmin�max規準を達成する予測が，ベイズ解

のクラスに存在し，これが P 
xnj�k�を xn と �k 間の通信路と考えた場合の通信

路容量を達成する事前分布 f
�k� で与えられることを示している．このような

性質から，ベイズ規準はその重要性が情報源符号化の分野で再認識され，多く

の研究者によって議論されるようになった．現在ではベイズ統計理論が符号化

の問題に対して非常に相性がよいと広く認識されている．

累積対数損失に対するベイズ規準の漸近的な評価としては，最初に Clarkeと

Barronがベイズ規準の漸近的なリスクを解析し ����，

E� hL�k

Bayes
x
n�
i
� E� h� log P 
xnj�k��i� k

�
log

n

�e
� log

q
det I
�k��

f
�k��
� o
��� 
�����

という漸近式を導いた．ただし，�k� は真のパラメータであり，E���� は真の分
布 P 
�j�k�� による期待値である．さらに，Clarke と Barron はこの議論を押し

進め ���において，漸近的なベイズリスクを解析することに成功し，漸近的に

min�max規準を達成する予測が，ベイズ規準において ジェフリーズの事前分布


Je�rey�s prior�を事前分布として用いた場合に達成されることを明らかとした．

しかし，この解析は限られた定常無記憶情報源のクラスに限定されたもので

あり，この結果をより広い情報源のクラスに拡張する研究が現在も行われてい

る．また，J�Suzukiもベイズ規準の累積対数損失，min�max規準の累積対数損失，

max�min規準の累積対数損失について，より詳細な項までの精密な展開式を与

えている ����．

パラメトリックモデル族に対する MDL規準とベイズ規準の差に関しては竹内

の研究 ���� ��	�がある．この論文では，ベイズ規準による混合分布がもとのク

ラスに必ずしも含まれないことを考慮し，これをもとのクラスに射影した射影

ベイズ推定量とMDL原理によって得られる推定量 
MDL推定量�の差を解析し，

漸近的に両者が一致することが示されている．しかし，MDL規準とベイズ規準

の累積対数損失の差については，これまで解析がなされていなかった．

本研究では，パラメータの事後確率密度の漸近正規性を直接用いた解析によ

り，両者の累積対数損失の差を解析している．

階層モデル族の場合

階層モデル族 fP 
�jm� �km�j�km � �km�m � Mgを考える．
� log P 
m�をモデル mの記述長とし，各 mのパラメータの事前密度 f
�km jm�

��
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が与えられたものとする．このとき，階層モデル族に対しては，�つのタイプの

MDL 規準を考えることができる．

まず，パラメトリックモデル族の場合と同様に，パラメータ集合を量子化し

て m と量子化パラメータを符号化し，これらを用いた確率モデルで xn を符号

化する方法を示す．これは，統計的モデル選択問題に対する MDL規準としても

提案されているものである．

まず，��km
n をモデル mのパラメータの代表点 ��km の集合，J
�kmjm�をモデル

m のFisher情報行列とする．

J
�km jm� � lim
n��

�

n
E�

�
��

� log P 
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
�����

ただし，E� は P 
Xnjm� �km�による期待値を表す．

xn を符号化する際には，mと ��km � ��km
n を符号化する．ただし，符号長のロ

スが生じないように
P

��k���k
n
f
��km jm� �p

nkm
p

detJ���km jm�
� � をみたすように代表点

を選んでいるものとする．

定義 �� �階層モデル族に対する MDL規準 Type�� パラメータを量子化するタ

イプのMDL規準の累積対数損失，すなわちMDL符号の符号長 Lm���km

MDL 
x
n� は

Lm���km

MDL 
x
n� �

min
m�M���km���km

n

�
� log P 
xnjm� ��km�� log f
��km jm� �

p
n
km
q
detJ
��km jm�

� log P 
m�
�
�


�����

で与えられる． �

もう一つのタイプの MDL規準は，パラメータについては量子化をせずに混

合をとり，

� log P 
xnjm� � � log
Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
�����

の符号長で xn を符号化する方法である．このとき，mのみを一緒に符号化すれ

ば一意復号可能な符号が構成できる．

定義 �� �階層モデル族に対する MDL 規準 Type�� パラメータについては混

合を用い，モデル m のみを選択するタイプの MDL規準の累積対数損失，すな

わち MDL符号の符号長 Lm��km

MDL 
x
n� は

Lm��km

MDL 
x
n� � min

m�M

n
� log P 
xnjm�� log P 
m�

o
� 
�����

で与えられる． �

��
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後者の Type � の MDL 規準は，mを固定したときのパラメータに対するベイ

ズ規準による予測を構成し，量子化操作を排除している．一方，m の事前確率

P 
m�，�km の事前密度 f
�km jm�が与えられれば，ベイズ最適な予測が構成でき，
これは全ての m，�km の混合モデルを用いた予測で与えられる．

定義 ��
 �階層モデル族に対するベイズ規準� 階層モデル族に対するベイズ規

準の累積対数損失，すなわちベイズ符号の符号長 Lm��km

Bayes 
x
n� は，

Lm��km

Bayes 
x
n� � � log X

m�M

Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�P 
m�d�km� 
�����

で与えられる．ただし，各積分操作は �km 上でとられる． �

以上で定義してきたように，MDL規準が最も全記述長を短くするような確率

モデルを選ぶのに対し，ベイズ規準は仮定したクラス内全ての確率モデルの混

合モデルを用いる点が特徴である．

階層構造のモデル族に対しては，統計的モデル選択規準としての MDL原理に

関する研究が��年代中頃まで活発になされた．MDL規準が強一致性をもつ選択

規準であることを受けて，活発に応用研究もなされ，多くの事例でその有効性

が示されている．例えば，確率密度のヒストグラム推定量に適用した場合の収

束速度の解析 ����，決定木の選択問題 ����やパラメータの変化位置検出問題 ����

など様々な事例に応用することによる有効性の検証などが行われ，多くの成果

が得られている．MDL原理は Rissanen 自身によって，いくつかの形に変形され

ながら確率的コンプレキシティ
stochastic complexity�の概念に発展され �����，ベ

イズ統計理論に基づく考察も広く行われている．現在ではベイズ符号も MDL

規準の一つと位置づけられて研究が進んでいる ����．MDL原理では，�パラメト

リックモデル族に対して最小記述長をどのように構成するか�が，現在のところ

最大の焦点となっているが，もし事前分布が与えられるのならばベイズ符号が

最適であることから，これをパラメトリックモデル族の評価とする流れは自然

であると思われる．

また実際の符号化問題では，半階層モデル族である FSMXモデル族に対して，

ベイズ符号の効率的な符号化アルゴリズムが示され �	�� ���，ベイズ符号の性質

を明らかにすることの重要性が高まっている．このアルゴリズムは符号化のみ

ならず，パターン認識などの予測にそのまま適用可能である点で興味深いもの

となっている �����．

一方，符号化における符号長最小という規準は，必ずしも平均符号長に限っ

たものではない．最悪のケースを最小としようとする min�max 規準，その逆の

�
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max�min 規準を達成する符号化も広く研究されており ���� ��� ��� ��，ベイズ符

号のクラスに min�max符号や max�min符号が存在することが明らかにされてい

る��� ���．パラメトリックモデル族に対しては，min�max符号長と max�min符号

長が一致し，ジェフリーズの事前分布 
Ja�reys� prior�を仮定したベイズ符号が，

漸近的に min�max符号，max�min符号を達成することが Clarke と Barron によっ

て示され ���，その後の多くの研究の土台となっている �����．また，最近では最

尤符号 �����という符号が示され，冗長度に代わる新たな評価として個々の系列

xn に対するリグレット 
regret� ����の議論が注目されている．パラメトリックモ

デル族に対するベイズ符号は，この最尤符号とも密接に関連して研究されてい

る �����．しかし，階層モデル族に対するベイズ符号については現在研究が始め

られたといってよい段階であり �	��，十分体系化されているとはいえない．

本研究への展開

以上に述べたように，MDL規準とベイズ規準の性質に関しては，独立にそれ

ぞれの性質が解析されている研究が多く，非常に基本的な問題である両者の累

積対数損失の差，すなわち符号長の差の解析がなされていなかった．そこで第�

章，第�章において，これまであげた�つのモデルクラスに対して，両者の累積

対数損失を解析することにより，両規準の性能の差について累積対数損失の面

から考察する．

一方，ベイズ規準の累積対数損失の漸近的性質については，パラメトリック

モデル族に対して多くの結果が示されているが，階層モデル族に関してはあま

り解析がなされていない．また，ベイズ規準による混合確率の実際のアルゴリ

ズムとして，有限マルコフ情報源の一種である FSMXモデル族に対して，効率

的なアルゴリズムが提案されている．そこで第 �章では，半階層モデル族の一

つである FSMXモデル族に対してベイズ規準の漸近的累積対数損失を解析し，

個々の系列に対する累積対数損失，平均的な累積対数損失の漸近式を導いてい

る．これにより，FSMXモデル族に対するベイズ規準の漸近的評価が与えられ，

最適な平均損失への収束速度が与えられたことになる．これは，情報源符号化

問題では，符号長の評価ができたことに相当する．

����� データ系列の逐次予測問題 ���� 一般の累積損失に対する
展開

本節では，本研究で扱う拡張確率的コンプレキシティの概念について述べる．

�	
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確率的コンプレキシティの損失一般化

J�Rissanen は MDL 原理 ����を発展させた概念として，確率的コンプレキシ

ティ
stochastic complexity� SC������を提唱している．これは，真のパラメータが

未知であるパラメトリックなクラスが与えられたとき，このクラスを用いてデー

タ系列を符号化する方法の中での最小記述長として定義できる．すなわち，あ

る確率モデル族を考えたときのデータ系列の複雑さを，最小記述長で測るとい

う考え方である．しかし，最小記述長といっても，特定のデータ系列に対して

性能の良い符号化はいくらでも作ることができるので 
当然ながら，他のデータ

系列に対しては性能が悪くなる�，何らかの客観的な構成法が必要となる．しか

し，パラメータ空間に事前確率が仮定できる場合には，ベイズ最適な符号を考

えることは自然であり，いわゆるパラメータに対して混合をとったベイズ符号の

符号長が SC となる．最近，K�Yamanishi は SC で考えている対数損失を一般化

し，様々な形の損失関数を適用できる形に発展させた����� ����．これを extended

stochastic complexity 
ESC� と呼ぶ．

拡張確率的コンプレキシティ

ここでは，n 組の独立にランダムサンプリングされた確率変数の系列 xn �

x�x� � � �xn を考える．階層モデル族を考え，m � M をモデルの構造を決める

離散ラベル 
モデルと呼ぶ�とし，確率分布のクラスが，fp
�jm� �km�jm � M� �km

� �kmgで与えられている場合を考える．�km � �km は km 次元パラメータ，�km

はユークリッド空間 Rkm の部分集合とする．

MDLとその拡張概念といえるSCにはいくつかのタイプがあるが，本研究で

は次の式 SC
xn � m�を考える �����．

SC
xn � m� � � log q
xnjm�� 
�����

q
xnjm� �
Z
�km��km

p
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
�����

ここで，f
�km jm�は事前密度である．� log q
xnjm�は一意復号可能な符号
パラ
メータについて混合をとるベイズ符号�の符号長であり，これを最小化する m

が記述長最小のモデル選択となる．勿論，これは対数損失を考えていることに

なる．また � log q
xnjm� � �Pn
t�� log q
xtjxt���m�と分解できるので �パスの逐次

符号化と同じ符号長となり，m が既知のもとでのベイズ最適性を有している．

これに対し，ESCは L
X � d� を決定 d の X に対する損失関数とし，

ESC
xn � m� � ��
�
log

Z
�km��km

exp

�
��

nX
t��

L
xt � d�km �

�
f
�km jm�d�km� 
����

��
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で定義される �����．例えば，決定 d として X の確率 P 
X� を与えるときの損

失関数としては，	 損失� L
X � P � � 
� � P 
X���� Hellinger 損失� L
X � P �

� � �
q
P 
X�� 対数損失� L
X � P � � � log P 
X� などをとることができる．こ

こで，

L
xtjxt���m� � ��
�
log

Z
�km��km

exp 
��L
xt � d�km �� 
�kmjxt���m�d�km �
���	�


�kmjxt���m� �
exp

�
��� t��X

j��

L
xj � d�km �

�
A f
�km jm�

Z
exp

�
��� t��X

j��

L
xj � d�km �

�
A f
�km jm�d�km

� 
�����

と定義すると，

ESC
xn � m� �
nX
t��

L
xtjxt���m�� 
�����

とかける �����．これよりオンラインの逐次学習問題に適用できる．ただし，


�kmjxt���m�はベイズの事後確率ではない．

本研究への展開

K�Yamanishi は ESC の期待値と個々の系列に対し一様に成り立つ上界を導い

ている．これは，n をデータ数として誤差が o
log n� の漸近形となっている．こ

れにより，ESC を用いた学習アルゴリズムの漸近的評価が可能となる．すなわ

ち，これまでのベイズ符号に対する研究と同様，ESC に対してもその漸近式を

明らかにしておくことは有意義である．しかし，ベイズ符号の符号長に関して

は，O
�� の項まで詳細な漸近式が得られているのに対し，ESC に関して得ら

れているのは上界式であり，さらに厳密な漸近式を与えることが未解決の問題

となっていた．本研究では第�章において，ESC が導くパラメータ上の分布列


�kmjxn�m�がベイズ規則と類似の性質をもつことに着目する．そして，この分
布列が漸近正規性をみたすことを示すことにより，概収束と平均収束の意味で

O
�� のオーダまで詳細な ESC の漸近式を導く．

����� 過去の観測に基づく一時点の予測問題

与えられた観測データ
学習データ� xn をもとに，次のデータを予測する問題

は，統計学の最も基本的な問題の一つであり，その研究範囲も非常に広い．実

務的な応用統計では，観測データから分布のパラメータなどを推定し，その分

布をもとにデータを予測することが一般的である．この場合，どのように推定

��
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量を構成すれば精度の良い予測が可能か，という点が問題となる．このように

考えると，次節で述べる統計的モデル選択を予測の観点から定式化することが

できる．一方，ベイズ決定理論に基づく予測を考えると，モデルやパラメータ

を�つに限定
推定�せず，事後確率で全てを平均化した混合分布
予測分布�がベ

イズ最適な予測を与える．以下では，AICとベイズ最適な予測分布についてま

とめる．

赤池情報量規準�Akaike information criterion�

予測を考えたモデル選択規準として最も広く認識され，有効性が確認されて

いる規準は，赤池情報量規準 
Akaike information criterion� AIC� ���である．階層

モデル族を考え，��km を最尤推定量として，モデル m の AICは

AIC
m� � log p
xnjm� ��km�� km� 
�����

で与えられる．以下では，厳密性は多少犠牲にして，その導出の概略を述べる．

最尤推定量 ��km を用いた確率分布 p
�jxn�m� ��km�のよさを測るために，KL�情報量

D
p�
Xn��jxn�kp
Xn��jxn�m� ��km��

�
Z
xn���X

log p�
xn��jxn�dp�
xn����
Z
xn���X

log p
xn��jxn�m� ��km�dp�
xn���� 
�����

を考える．KL�情報量は非負であり，二つの確率分布が一致するときに限り �と

なる．右辺第�項は確率モデル p
�jm� ��km� に依存しない項なので，第�項のみを

考えればよい．第�項の ��km � ��km
Xn�は Xn により決まる確率変数であるから，

その平均的な良さ
リスク関数�は

�E�hlog p
Xn��jXn�m� ��km�
i
�
Z
xn���X

log p
xn��jxn�m� ��km�dp�
xn��jxn�dp�
xn��

�����

で与えられる．すなわち，これを最小化するモデル mが，KL�情報量の意味で

最適なモデルといえる．しかし，このリスクを事前に知ることはできず，知る

ことができるのは xn のみである．そこで xn から，このリスク関数の推定量を

求めることを考えよう．その推定量の一つが AIC の ��n で与えられることに

なる．そのために最尤推定量の漸近正規性が本質的となる．良く知られるよう

に，適当な正則条件のもとで，
p
n
��km � �k

�

m� の分布は，n��のとき正規分布
N
�� fJ�
�km jm�g��I�
�km jm�fJ�
�km jm�g���に法則収束する．ただし，

I�
�km jm� � lim
n��

�

n
E�

�
� log p
Xnjm� �km�

��km
� log p
Xnjm� �km�


��km�T

�
� 
�����

��
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J�
�km jm� � � lim
n��

�

n
E�

�
�� log p
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
�����

である．ただし，E�は真の分布 p�
��による期待値を表す．もし，p�
�� � p
�jm� �k
�

m�

であれば，I�
�k
�

mjm� � J�
�k
�

m jm�となり，Fisher情報行列となる．
まず，� log p
xnjm� �k

�

m�を ��km のまわりでテーラー展開すると，

� log p
xnjm� �k
�

m� � � log p
xnjm� ��km��
n

�

��km� �k

�

m�TJ�
��km jm�
��km� �k
�

m�� 
�����

となる．ここで，�は近似式であることを意味する．pn
��km��k
�

m�の漸近的な共

分散は fJ�
�k�m jm�g��I�
�k�m jm�fJ�
�k�m jm�g��であるから，J�
��km jm� � J�
�k
�

m jm�
を用い，期待値をとれば，

�E� hlog p
Xnjm� �k
�

m�
i
� �E� hlog p
Xnjm� ��km�

i
�
�

�
Tr
	
I�
��km jm�fJ�
��km jm�g��



�


����

が得られる．ただし，Trはトレースを表す．一方，� log p
xn��jxn�m� ��km�を �k
�

m

のまわりでテーラー展開して同様の議論を行えば，
�����式の n 倍は

� E� hlog p
Xnjm� �k
�

m�
i
�
�

�
Tr
	
I�
�k

�

m jm�fJ�
�k�m jm�g��


� 
���	�

と近似できるので，再び J�
��km jm� � J�
�k
�

m jm�を用い，
����式とから結局
�����
式の n 倍の漸近的な不偏推定量として，

� log p
xnjm� ��km� � Tr
	
I�
��km jm�fJ�
��km jm�g��



� 
�����

が導かれる．これば竹内の情報量規準 
TIC�と呼ばれる．さらに，真の分布が

モデルクラスに十分近ければ，I�
�k
�

m jm� � J�
�k
�

m jm� � J
�k
�

mjm� と近似でき，
Tr
	
I�
�k

�

m jm�fJ�
�k�m jm�g��


� km となって AICが導かれる．

ベイズ最適な予測分布

ここでは，階層モデル族に限定して，対数損失を仮定した場合のベイズ最適

な予測法を与える．離散モデル族，パラメトリックモデル族に関しても同様で

ある����．

まず，xn が与えられたという前提のもとで，次の対数損失関数を与える．

L
x � Apjxn� � � logAp
xjxn�� 
�����

これは，決定 Ap
�jxn�に対して特定の xn�� � xが与えられたときの損失であり，

xは事前に分からないので，次の平均損失，すわなちリスク関数を考える．

R
Ap�m� �km jxn� � �
Z
x�X

logAp
xjxn�dp
xjxn�m� �km�� 
�����

��
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ただし，積分はルベーグ積分である．
�����式は先の AIC の導出の際に設定し

た KL�情報量の右辺第�項であり，ここまでは AICの考え方と同様である．ここ

で，m� �km は未知であるが，事前分布 P 
m�� f
�km jm�が仮定できるものとしよ
う．このとき，xn を知ったもとでの事後分布 P 
mjxn�� f
�km jxn�m�が得られる．

P 
mjxn� �
R
�km��km p
xnjm� �km�f
�km jm�d�kmP 
m�P

m�M
R
�km��km p
xnjm� �km�f
�km jm�P 
m�d�km � 
�����

f
�km jxn�m� � p
xnjm� �km�f
�km jm�R
�km p
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
�����

この事後確率分布に対する平均リスク，すなわち条件付きベイズリスク

BR
Apjxn� � X
m�M

Z
�km��km

R
Ap�m� �km jxn�f
�km jxn�m�P 
mjxn�d�km �

�
X
m�M

Z
�km��km

�
�
Z
x�X

logAp
xjxn�dp
xjxn�m� �km�
�
f
�km jxn�m�P 
mjxn�d�km �


�����

を最小化すれば，これは事前分布が与えられたときの，平均的な意味での最適

な予測を与える．さらに，フビニの定理
Fubini�s theorem����� ����を利用して積

分の順序を入れ替えれば

BR
Apjxn� � �
Z
x�X

logAp
xjxn�dp
xjxn�� 
�����

ただし，

p
xjxn� � X
m�M

Z
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jxn�m�P 
mjxn�d�km � 
�����

となり，シャノンの補助定理 ���� 	�より，

Ap
xjxn� � X
m�M

Z
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jxn�m�P 
mjxn�d�km � 
����

が最適な予測分布として与えられることがわかる．この分布を単に予測分布と

呼ぶことがある．これは当然ながら，ベイズ符号における次の�シンボルの符号

化関数を表している ����．この予測法に関しては最近でも，不確実性を含む論理

式の推論に適用した研究 �	��や，予測分布の計算に含まれる積分計算を近似式

で与え，近似予測分布で予測する方法����などが提案されている．

本研究への展開

AICは統計的モデル選択の枠組みで予測を扱っているのに対し，ベイズ決定

理論に基づけばモデルを一つ選択するのではなく，全てのモデルの混合分布
予

��
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測分布�が最適となることがわかる．確かにベイズ統計学では推測を事後確率の

形で与えるので，その事後確率の平均が良いことは直感的にも理解できる．し

たがって，ベイズ統計理論の枠組みで考えるならば，予測が目的のときは予測

分布を採用し，最適モデルを選択したいという目的の場合には，モデル間に損

失関数を設定してモデル選択を行うのが理に適っていると考えることもできる．

しかし，現実問題として AICの考え方にあるように，�予測を考慮して，モデル

を一つに特定したい� という考え方も広く受け入れられているのも現状である．

そこで本研究では第章において，ベイズ決定理論に基づき，一時点の予測に

対する損失関数を考えた上で，ベイズ最適なモデル選択を定式化する．さらに，

この規準で選択されたモデルは，漸近的に最適モデルと一致するというモデル

選択の一致性を証明する．

��� 本研究の位置づけ

表���には，前節で分類した統計的推測の目的
評価関数�という観点からみた

分類を示す．すなわち，表���は各章で扱っている推測が，どのような損失関数

を考えているかを示している．また，表���には，確率モデルを�つ選択するか，

全ての混合モデルを用いるかという手法的観点からみた分類を示す．

表���は，各章でどのような漸近的性質に着目しているかをまとめた表である．

各章は，先に述べたように，考えている損失関数で分類することができるが，

ある損失関数を考えた推測が他の評価基準に対してどのようなパフォーマンス

を示すかを調べることは，その性質を議論する上で有用と考えられる．本研究

では，そのような観点から，第章，第	章において推測方式を構成する際に考

えている損失関数と異なる評価基準
一致性，選択誤り率�による評価を行ってい

る．その他の章では，設定した損失関数を用いて漸近的性質を評価している．

最後に事後密度が正規分布で近似できるために必要なサンプル数について述

べておく．これはモデルの複雑さに依存するので一般的な議論ができない．す

なわち必要サンプル数とモデルの複雑さにはトレードオフの関係があるが，漸

近正規性を実務問題に適用して簡便な予測法を構成するような場合には，対象

問題と関連して必要サンプル数の議論が必要である．しかし，本研究では漸近

的性質の理論的解析のために漸近正規性を用いているので，この目的のために

サンプル数の議論は特に必要ではない．

��



第 �章 問題設定 � 従来研究と課題

表 ���� 統計的推測の目的
損失関数�からみた各章の分類


�� �� 
� � �� 
��

逐次予測問題 一時点の予測問題 モデル推定問題

MDL規準とベイズ規準の ベイズ決定理論に基づく

累積対数損失の比較 モデル選択の誤り率


第�章，第�章� ���� ��� 
第	章� ���

ベイズ規準による予測の

累積対数損失の漸近式


第�章� ����

一般の累積損失関数に

対するESCの漸近式


第�章� ����

ベイズ決定理論に基づくモデル選択

の一致性
第章� ���� ���

��
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表 ���� 手法からみた各章の分類

モデル選択
モデルを�つ選択� 混合モデル 
全てのモデルで平均化�

ユニバーサルモデリング

ベイズ決定理論に基づくモデル選択 ベイズ規準の累積対数損失の解析

と一致性の解析
第章� ���� ��� ：FSMXモデルに対する解析
第�章� ����

ベイズ決定理論に基づくモデル選択

の選択誤り率の上界
第	章� ���

ESC の漸近式の解析
第�章� ����

MDL規準とベイズ規準を累積対数損失で比較


第�章，第�章� ���� ���

��
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表 ���� 解析している漸近的性質の差異

各章 解析する漸近的性質，評価基準

MDL規準とベイズ規準の比較


第�章，第�章� ���� ��� 累積対数損失

ベイズ規準の漸近的評価 
第�章� ����

推定問題と予測問題に対するモデル選択


第章� ���� ��� 一致性

推定問題に対するモデル選択


第	章� ��� モデル選択の誤り率

ESCの漸近式


第�章� ���� 一般の累積損失

�



第 �章

累積対数損失を評価関数とする予測問
題 ���� MDL規準とベイズ規準の差の
解析 �事前分布が同じ場合�

��� 本章の目的

J�Rissanen によって提案されたMDL原理 ���� ����は情報源符号化のみならず，

データ解析や学習理論など広く適用・研究がなされている ���� �� �� ����．MDL

原理は得られたデータを最も短く符号化することのできる確率モデルを選択す

る方法であるが，符号長による評価は対数損失を考えていることと等価である

ので，これは対数損失を評価関数とした予測問題を扱っていることになる．対数

損失は予測の損失関数として古くから議論されてきた評価関数であり，そのた

め多くの予測問題に適用することが可能となっている．実際，MDL規準を様々

な現実問題に適用する研究が行われており，多くの事例でその有効性が示され

ている ����．

本研究では MDL 原理に基づく�段階符号
MDL符号�の符号長を規準とした予

測を考える．MDL規準はデータの記述長とそれを符号化するための確率モデル

の記述長の和を最小にするようなモデルを選択する方法であり，モデル選択と

しての機能を備えている．また，MDL規準はベイズ統計と深く関係することが

明らかにされており，モデルの記述長を定義することはモデル族に暗に事前分

布を仮定していることになる．なお，MDL規準で選ばれるモデルは本質的に事

後確率最大推定と等価である．

一方，最近情報源符号化において活発に研究がなされているベイズ規準 ���� ���

はモデル族内全てのモデルの混合モデルを予測に用いる方法である．ベイズ最

適な符号はベイズ符号と呼ばれるが，その解は一般的な予測問題に対するベイ

ズ解を符号化に用いるものであり，本質的には符号化も予測問題の一つととら

�	
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えることができる．この観点から，累積対数損失
符号長�はデータの統計的な複

雑さを測る尺度である確率的コンプレキシティ
stochastic complexity� ���� ����と

しても定義され，統計的モデル化の観点からも多くの研究がなされている �����．

また，ベイズ規準はすなわちベイズ最適性を有するので ���� ���，同じ事前分布

の場合にはベイズ規準による累積対数損失
符号長�がMDL規準のそれを下界す

ることが知られている �����．さらに，最近情報源符号化の分野では，実際の情

報源符号化で重要な有限マルコフ情報源の一種である FSMX情報源に対し，効

率的に混合確率を計算するアルゴリズムが提案された �	�� ���．これにより，ベ

イズ最適な符号
ベイズ符号�の構成が現実的となったが，同時にこのアルゴリズ

ムはパターン認識問題など多くの予測問題に適用可能であり，ベイズ規準によ

る予測の実現性が高まってきている．

MDL規準とベイズ規準の性質や応用については様々な観点から研究がなされ

ている ���� �� ��� 	�� ��� ��� ���� ���� ����．両規準による予測が漸近的に平均損

失の限界を達成するユニバーサルな予測を与えること ����，またその収束速度

も O
 logn
n
�で最適あること ���などが明らかにされている．また，MDL原理に基

づく推定量とベイズ規準の予測分布をもとのクラスに射影した射影ベイズ推定

量の差を解析した研究もあり ����，それぞれ興味深い結果を与えている．

もともとMDLは符号化という概念を統計的推測に持ち込んだものであり，符

号長を統計的推測の評価基準としている．一方，ベイズ規準による予測も，情

報源符号化の分野ではベイズ符号として広く認識されている．すなわち，統計

的予測と情報源符号化が同じ問題を扱っており，符号長による評価は予測にお

いて本質的であるという認識が高まっている．よって，符号長という観点からこ

れらの規準を考察することは，符号化問題のみならず，この概念を導入した推

定や予測の性質を明らかにするためにも必要といえる．しかし，両規準による

予測の累積対数損失の差，すなわち符号長の差がどの程度なのか，という問題

については，これまで解析がなされていなかった．

そこで本章では，同じ事前分布が仮定されている場合の MDL 規準とベイズ

規準による予測の累積対数損失の差，すなわち両符号化の符号長について，定

量的な評価を与えることを目的とする．解析の結果，両符号の符号長の差は，

離散モデル族に対してはモデルクラスによって o
�� または O
��，パラメトリッ

クモデル族に対しては O
��，階層モデル族に対しては MDL符号の構成法によっ

て o
�� または O
�� のオーダで与えられることを明らかとする．本章のパラメ

トリックモデル族，階層モデル族の解析においては，パラメータの事後確率密

度の漸近正規性が本質的な役割を演じている．

��



第 �章 累積対数損失を評価関数とする予測問題 ���� MDL規準とベイズ規準の差の解析 �事前分布が同
じ場合�

��� 離散モデル族に対する解析

本節では，離散モデル族に対して 
����式で与えられるMDL規準の累積対数

損失と 
�����式で与えられるベイズ規準の累積対数損失の差を解析する．これ

を情報源符号化の言葉で言い直せば，�MDL原理に基づく符号 
MDL符号�とベ

イズ最適な符号
ベイズ符号�の符号長の差を解析している� ということになる．

以下では，MDL原理が符号化という概念から出発していることを受けて，情報

源符号化の立場からの記述を行う．

符号長を規準としたMDL原理はそのまま推定や予測に適用されるなど，応用

統計の分野においても符号長という評価の有効性に関する認識が高まっている．

したがって，符号長を議論することによって適用が情報源符号化に限定される

ものではない．MDL符号とベイズ符号の符号長の差を定量的に与えることは，

対数損失を考えた予測，あるいは符号長による評価を適用した統計的推定や予

測の観点からも必要であると考えられる．

また，本章を通じて離散アルファベット X を考えているが，これを連続アル
ファベットへ拡張することは容易である．

����� モデル族の条件

集合 D� を D�
P �kP�� を最小化する � の集合とする．ただし，D�
P �kP�� は
KL�情報量

D�
P �kP�� � lim
n��

�

n
E�

�
log

P �
Xn�

P 
Xnj��

�

� lim
n��

�

n

X
xn

P �
xn� log
P �
xn�
P 
xnj�� � 
����

であり，E�は Xnに対する真の確率分布 P �
Xn�による期待値とする．D�
P �kP��
の最小化は

H�
�� � lim
n��

�

n
E� �� log P 
Xnj��� � 
����

の最小化と等価である．

D�
P �kP��を最小化する �を ��と記述する．ただし，��は唯一とは限らない．

すなわち，jD�j � � であり，�� を最適モデルとよぶ．�� が唯一とはならない例

を次に述べる．例えば，�� と �� が，P 
�j��� �� P 
�j��� であるが H�
��� � H�
���

は満たす場合が存在する．また，クラス内に同じ確率分布を表すモデルが複数

存在する場合，すなわち P 
�j��� � P 
�j���となる場合も H�
��� � H�
���となる．

��
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これらの場合，�� が H�
�� を最小化すれば，�� も最小化することになるので，

jD�j � � となる．

集合 D� � � を D�
P �kP�� を最小化しない � の集合とする．すなわち，

M � D� 	D� である．

条件 �� 　


�� jD�j � �．


�� �� � � に対して P 
�� � �．


�� 
大数の強法則� �� � � に対して

� �

n
log P 
xnj��� H�
��� 　a�s� 
����

ただし，a�s�は概収束
almost sure convergence�を表す．すなわち，�� � �と
�
 � � に対して確率�で，��n log P 
xnj���H�
��

 � 
� 
����

が十分大きな全ての n について成り立つ． �


����式や
����式の概収束は

P �
���n log P 
xnj���H�
��

 � 
� in�nitely often
�
� �� 
����

であることを意味している����� ����．ここで，P �
��は真の確率を表す． 
����式

は P �
	
� �

n
log P 
xnj��� H�
��



� � と等価である．もし，

�X
n��

P �
���n log P 
xnj���H�
��

 � 

�
��� 
���

が成り立てば，ボレル�カンテリの補題 
Borel�Cantelli lemma����� ���� ����より，


����式も成り立つ．これは，x� の部分系列 xn� n � �� �� � � � のうちの無限個に
対して 
����式が成り立たないような無限系列は生起しないことを述べている．

本論文では，この概収束を例えば，� �
n
f� log P 
xnj��g � H�
��� a�s��，あるいは

�n�� のとき j � �
n
log P 
xnj�� �H�
��j � 
� a�s��などと表記する．


����式が成り立てば，���� �� � �に対して n�� のとき
�

n
log

P 
xnj���
P 
xnj��� � D�
P��kP���� 　a�s� 
��	�

��
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も成り立つ．ここで，

D�
P��kP��� � lim
n��E�

�
log

P 
Xnj���
P 
Xnj���

�
� 
����

である．したがって，�c� � �� ��� � D� と �� � D� に対し，n�� のとき

expf�nD�
P��kP��� nc�g � P 
xnj��
P 
xnj��� � expf�nD�
P��kP�� � nc�g� a�s� 
����

も成り立つ．定義より D�
P��kP�� � �であるから，n�� のとき
P 
xnj��
P 
xnj��� � �� a�s� 
�����

が成り立つことがわかる．

次に，jD�j � � の場合の解析に必要な条件を示しておく．

条件 �� ���� �
�
� � D� に対し，P 
�j���� �� P 
�j���� であれば，

log
P 
xnj����
P 
xnj����

� ��� a�s� 
�����

または

log
P 
xnj����
P 
xnj����

� ��� a�s� 
�����

が成り立つ． �

条件����
��より，
�

n
log

P 
xnj����
P 
xnj����

� �� a�s� 
�����

であるので，条件���は P 
�j���� �� P 
�j���� となる ���� �
�
� に対し log

P �xnj����
P �xnj����

が O
n�

より小さいオーダーで �� か �� に発散することを述べている．これは一般
的に起こる事実である�．ただし，p
�j���� � p
�j����であれば，�n � f�� �� � � �gに対
して

log
P 
xnj����
P 
xnj����

� �� a�s� 
�����

であることは明らかである．

�例えば，����� 式において � �

n
logP �xnj�� � H����� a�s� とあるが，これは logP �xnj�� �

nH����と等価ではない．一般に，j logP �xnj���nH����jはほとんど確実に �に発散する ���	．

��
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����� 離散モデル族の例

例 �� �多項分布� X � f�� �� �� � � � � �g 上の多項分布に従う i�i�d�系列を考える．pi

をシンボル i� i � X の生起確率とすると，p� � � �P���
i�� pi の関係がある．よっ

て，p� � 
p�� p�� � � � � p����T は一つの確率モデルを表す．
モデル �� は次式の多項分布を表すものとする．

p�
��� � 
p�
���� p�
���� � � � � p���
����T �

ただし，� � p�
���� p�
���� � � � � p���
��� � � である．同様に，��� ��� � � � を

p�
��� � 
p�
���� p�
���� � � � � p���
����T �

p�
��� � 
p�
���� p�
���� � � � � p���
����T �
� � � � � � �

と定義する．このようにして作ったモデルの集合 � � f��� ��� � � �g は離散モデル
族を構成する．真の確率分布は p�� � 
p��� p

�
�� � � � � p�����T で与えられるものとしよ

う．ここで，p�i はシンボル i の真の生起確率である．このとき，モデル族の中

で �� � � を得ることができるが，これは唯一とは限らない．
例えば，� � � に対して p�
��� � 
����� �����T � p�
��� � 
����� �����T � p�
��� �


����� �����T � � � �� p�
��� � 
����� �����T � p�
��� � 
����� �����T � � � �� p�
��
� �


����� �����T とし，離散モデル族を � � f��� ��� � � � � ��
g とした場合を考える．
ここで p�� � p�� � p�� � ��� であるとすると，p�
���� � 
����� ������ p�
��	� �


����� ������ p�
��� � 
����� ����� の �つのモデルに対して，H
���� � H
��	�

� H
��� となり，D� � f���� ��	� ��g である．
多項分布に対しては，大数の強法則 ����が成り立つ．すなわち，n � � の

とき
ni
n
� p�i � a�s� 
�����

となる．ただし，niは系列 xn 内のシンボル iの生起回数である．一方，log P 
xnj��
は

log P 
xnj�� �
�X
i��

ni log pi
��� 
����

であるので，
�����式から，�� � � に対して n�� のとき，

� �

n
log P 
xnj����

�X
i��

p�i log pi
��� a�s� 
���	�

��
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が得られる．ここで，H�
�� � �P�
i�� p

�
i log pi
�� である．したがって，このモデ

ル族は条件���� 
��を満たすことがわかる．

また，���� ��� � � に対し，

log
P 
xnj���
P 
xnj��� �

�X
i��

ni log
pi
���

pi
���
� 
�����

であるので，ni � �� a�s� より�，pi
��� �� pi
��� であればほとんど確実に

log P �xnj���
P �xnj��� は �� か �� に発散することは容易にわかる．したがって，このモ

デル族は条件���をみたしている．

さらに，D�
P��kP�� は

D�
P��kP�� �
�X
i��

p�i log
pi
���
pi
��

� D�
P �kP���D�
P �kP���� 
�����

で与えられ，

lim
n��

�

n
log

P 
xnj���
P 
xnj�� � D�
P��kP��� a�s� 
�����

が成り立つ．一方，定義から ��� � D� と �� � D� に対して，D�
P �kP�� �
D�
P �kP��� � �が成り立っている． �

例 �� �有限エルゴードマルコフモデル� X � f�� �� �� � � � � �g 上の有限状態エル
ゴードマルコフモデルを考える．pi�j を j番目の状態 sj におけるシンボル i の

生起確率とする．ただし，i � X かつ j � �� �� � � � � S とする．qsj を状態 sj の定

常確率とすると，これは pi�j � i � X � j � �� �� � � � � S より一意に与えられる．モデ
ル � の定めるこれらの確率を pi�j
�� と qsj 
�� とする．

モデル � は，一つのマルコフモデル � � fpi�j
��ji � �� � � � � � � �� j � �� � � � � Sg
を定めるものとし，最適モデル �� を �� � fpi�j
���ji � �� � � � � � � �� j � �� � � � � Sg
とする．すなわち，�� � D� である．

初期の状態は既知であるとする．n�� � � �� nS を xn 内で各状態 s�� � � � � sS に到
達した回数，n��j� n��j� � � � � n��j を状態 sj のもとで各シンボル �� �� � � � � � が生起し
た回数とする．すなわち，n �

P
j nj かつ nj �

P
i ni�j である．j番目の状態 sj に

おけるシンボル i の真の生起確率を p�i�j � i � �� � � � � � � �� j � �� � � � � S� とかく．す
なわち，p�i�j は

p�i�j � lim
n��

�

n
E� �Ni�j� � 
�����

�ni
n � p�i 
 a�s�であるが，jni � nj � p�i 
 a�s�は成り立たない．一般に，jni � nj � ��
 a�s� と

なる．

��
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で与えられる．ただし，Ni�j は確率変数 Xn 内で，各状態 sj � j � �� � � � � S のもと
でシンボル �� �� � � � � � の生起している回数を表す確率変数である．すなわち，

lim
n��E�

�
Ni�j

n
log pi�j

�
� 
�����

を最小化する pi�j � �� �� � � � � �� j � �� � � � � S が，p�i�j �� �� � � � � �� j � �� � � � � S である．
p�i�j から計算される真の定常確率を q�s� � � � q�sS と記述する．このとき，エルゴー
ド性から n�� のとき

nj
n
� q�sj � a�s� 
�����

ni�j
nj

� p�i�j � a�s� 
�����

が成り立つ．

モデル族 � を多項分布の例と同様に構成しよう．すなわち，各モデルを pi�j

� f���� ���� � � �g の組み合わせで与える．このとき，log P 
xnj�� は

log P 
xnj�� �X
i�j

ni�j log pi�j
��� 
�����

で与えられるので，n�� のとき
�

n
log P 
xnj�� � X

i�j

nj
n

ni�j
nj

log pi�j
��

�X
i�j

q�sjp
�
i�j log pi�j
��� a�s� 
����

が成り立つ．すなわち，このモデル族も条件���� 
��を満たすことがわかる．

また，���� ��� � M に対し，

log
P 
xnj���
P 
xnj��� �

X
i�j

ni�j log
pi�j
���

pi�j
���
� 
���	�

であるから，ni�j ��� a�s� より，pi�j
��� �� pi�j
��� であれば，log
P �xnj���
P �xnj��� はほと

んど確実に �� か ��に発散することがわかる．したがって，このモデル族は
条件���をみたしている．

さらに，D�
P��kP�� を

D�
P��kP�� �
SX
j��

q�sj

�X
i��

p�i�j log
p�i�j

pi�j
��
� 
�����

として，

lim
n��

�

n
log

P 
xnj���
P 
xnj�� � D�
P��kP��� a�s� 
�����

が成り立つ．定義より，��� � D�と �� � D�に対して，D�
P �kP���D�
P �kP��� � �

が成り立つ． �

��
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����� 離散モデル族に対する解析

まず，次の補題を与える．

補題 �� 条件���のもとで，ベイズ符号の符号長は

L�
Bayes
x

n� � � log X
���D�

P 
xnj���P 
���� o�
��� a�s� 
�����

で与えられる．ここで，o�
�� は正で n�� のとき o�
��� ��� a�s�となる項で

ある．

�証明� D� の定義より

L�
Bayes
x

n� � � log
��
�
X

���D�

P 
xnj���P 
��� � X
��D�

P 
xnj��P 
��
��
�

� � log X
���D�

P 
xnj���P 
���� log
n
� �

P
��D�

P 
xnj��P 
��P
���D�

P 
xnj���P 
���
o
� 
�����

� は有限集合であり，また ��� � D� と �� � D� に対して n � � のとき
P �xnj��
P �xnj��� � �� a�s�となるので，

P
��D�

P 
xnj��P 
��P
���D�

P 
xnj���P 
��� � o�
��� 　a�s� 
�����

が成り立つ．したがって，

log
n
� �

P
��D�

P 
xnj��P 
��P
���D�

P 
xnj���P 
���
o
� o�
��� a�s� 
�����

が得られ，補題が示された． �

モデル族には同じ確率分布を表すモデルが複数存在せず，最適なモデルが唯

一であることが仮定できる場合がある．このとき，jD�j � �であり，ベイズ符号
の符号長は

L�
Bayes
x

n� � � log P 
xnj���� log P 
���� o�
��� a�s� 
�����

で与えられることがわかる．

次に，本章の結果に対して極めて重要で本質的な定理を示す．

定理 �� 同じ事前分布のもとで，
����式と 
�����式の関係は

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� log P 
��jxn�� 
�����

��
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で与えられる．ここで，�� は事後確率 P 
�jxn� を最大にするモデルである．
�証明� ベイズ規則より

P 
xnj��P 
�� � P 
�jxn�P 
xn�� 
����

が成り立つので，対数をとれば

� log P 
xnj�� � log P 
�� � � log P 
�jxn�� log P 
xn�� 
���	�

が得られる．
����式に上式を代入し，P 
xn� がモデルでの最小化に無関係であ

ることに注意すれば，

L�
MDL
x

n� � � log P 
xn��max
���

log P 
�jxn�� 
�����

ここで，P 
xn� はベイズ符号の予測分布であるから，
�����式が示された． �

この定理は，ベイズ符号がMDL符号に対して，� log P 
��jxn� だけ符号長を小
さくできることを述べており，同じ事前分布のもとでのベイズ符号の優位性を

示している．すわなち，� log P 
��jxn�がどの程度の大きさをもつのかを解析で
きれば，両規準の差が明らかとなる．

通常，最適モデルは唯一と仮定できる場合が多い．そこでまず，jD�j � � の場
合の符号長の差を与える．

定理 �� �� が唯一，すなわち jD�j � �とする．このとき，条件���のもとで 
����
式と
�����式の関係は次式で与えられる．

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n� � o�
��� 　a�s� 
�����

ここで，o�
�� は正で，n�� のとき o�
�� � ��� a�s� となる項である．

�証明�

P 
�jxn� � P 
xnj��P 
��� 
�����

と 
�����式より，
P 
�jxn�
P 
��jxn� � o�
��� a�s� 
�����

が得られる．したがって，

� � P 
��jxn� � o�
��� a�s� 
�����

�



第 �章 累積対数損失を評価関数とする予測問題 ���� MDL規準とベイズ規準の差の解析 �事前分布が同
じ場合�

よって，事後確率 P 
�jxn� を最大化するモデル �� は，最適モデル �� に概収束

する．すなわち，十分大きな n に対して �� � �� であることが確率�でいえる．

よって，n�� のとき �� は �� で置き換えることができ，

� log P 
��jxn� � o�
��� a�s� 
�����

となる．よって，定理が示された． �

この定理は，最適モデルが唯一であるとき，MDL符号とベイズ符号の差は漸

近的に �に収束し，両者の符号長は漸近的に等価であることを示している．次に，

jD�j � � の場合であるが，この場合は ����� ���� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j����
の場合と ����� ���� � D� に対して P 
�j���� �� P 
�j���� の場合で結果が異なる．

定理 �� jD�j � �，かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j���� であるとする．
このとき，条件���のもとで 
����式と 
�����式の関係は次式で与えられる．

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n� �O�
��� 　a�s� 
�����

ただし，O�
�� は n�� のとき O�
�� � C� a�s�を満たす項で，正定数 C は

C � � log max���D� P 
�
��P

���D�
P 
���

� 
�����

で与えられる．

�証明� ベイズ規則から導かれる

� log P 
�jxn� � � log P 
xnj��� log P 
�� � log P 
xn�� 
����

と補題���より，

� log P 
�jxn� � � log P 
xnj��P 
��P
���D�

P 
xnj���P 
��� � o�
��� a�s� 
���	�

が成り立つ．ここで，条件���� 
��より，�� � D� に対しては � log P 
�jxn� � ���

a�s�となる．一方，�� � D� に対しては，

� log P 
��jxn� � � log P 
���P
���D�

P 
���
� o
��� a�s� 
�����

となる．ここで，o
�� は limn�� o
�� � �� a�s�となる項である．


�����式の右辺第�項はデータ系列長 nに依存しないので，MDL符号のとベイ

ズ符号の関係は

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� max
���D�

log P 
��� � log

��
�
X

���D�

P 
���

��
�� o
��� a�s� 
�����

�	
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で与えられる．条件����
��より，

� max
���D�

log P 
��� � � log X
���D�

P 
���� 
�����

であるから，

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n� �O�
��� 　a�s� 
�����

が得られた．ここで，O�
�� は O�
��� C� a�s�となる項である． �

以上の結果は，次のように解釈することができる．MDL原理に基づくモデル

の選択は，本質的に事後確率最大のモデルを選択することと等価である．もし，

最適モデル �� � D� が唯一であるとすると，P 
�jxn� の最大化により，漸近的に
確率�で �� を選択することができる．しかし，jD�j � �，かつ ����� ���� � D� に対

して P 
�j���� � P 
�j���� である場合には，P 
�jxn� の最大化は，漸近的に D� の中

で事前確率の最大のものを選択することと等価となる．すなわち，P 
��jxn� は
�に収束せず，モデル選択に対するあいまい性が残ることになる．このあいまい

性が MDL符号の符号長を増加させるといえる．一方，混合確率
P

� P 
x
nj��P 
��

を用いるベイズ最適な予測 
ベイズ予測�を考えてみる．��������� � D� に対して

P 
�j���� � P 
�j����であるとする．
ここで，��c を考え，P 
�

�
c� �

P
���D�

P 
���かつ P 
xnj��c� � P 
xnj����とする．さ
らに �� �� ��� かつ �� � D� を満たす ���をモデル族から除き，この新たに作られ
たモデル族と事前分布に対してベイズ予測を構成する．このとき，新たに構成

したベイズ予測の符号長はもとのベイズ予測のそれと等価である．さらに，��c
を唯一の最適モデルと解釈することができる．したがって，ベイズ予測では混

合をとるために，漸近的には最適モデルの個数に依存しないといえる．

一方，����� ���� � D� に対して P 
�j���� �� P 
�j���� の場合には次の定理が導か
れる．

定理 �� jD�j � �，かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� �� P 
�j���� であるとする．
このとき，条件���� ���のもとで 
����式と 
�����式の関係は

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n� � o�
��� 　a�s� 
�����

で与えられる． �

�証明� 定理���の証明と同様に，

� log P 
�jxn� � � log P 
xnj��P 
��P
���D�

P 
xnj���P 
��� � o�
��� a�s� 
�����

��
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が成り立ち，条件���� 
��より，�� � D� に対しては � log P 
�jxn� � ��� a�s� と

なる．一方，�� � D� に対しては，条件���より，D� 内のうちの�つの �� につい

て � log P 
��jxn�� �� a�s� となり，残りはほとんど確実に �� に発散する．し
たがって，

� log P 
��jxn� � o�
��� a�s� 
�����

となり，定理が得られる． �

これは，漸近的に D� の中のどれか�つのモデルの事後確率が �に概収束する

ことを受けている．どのモデルの事後確率が �となるかは 系列 x� に依存して

決まる．しかし D� の中の各モデルは平均対数損失という観点からは等価であ

るので，そのうちのどのモデルの事後確率が �に収束するかは漸近的な累積損

失に影響を与えない．したがって，この場合 MDL符号とベイズ符号の符号長は

漸近的に等価になる．

��� パラメトリックモデル族に対する解析

本節ではパラメトリックモデル族 fP 
�j�k�j�k � �kg に対するMDL符号の符号
長�
����式とベイズ符号の符号長�
���	�式の差を解析する．データ系列 xn は，真

の分布 P �
xn�に従うものとし，パラメトリックモデル族にこの真の分布が含ま

れていることは仮定しない．まず，解析に本質的となる情報行列 J�
�k� を以下

のように定義する．

J�
�k� � lim
n��

�

n
E�

�
��

� log P 
Xnj�k�
��k
��k�T

�
� 
�����

ここで，E�は真の分布 P �
��による期待値を表す．定義より，P �
�� � fP 
�j�k�j�k �
�kg であれば，J�
�k�� � J
�k��が成り立つが，これは真の分布がクラスに含ま

れない一般的状況では成り立たない．しかし，情報源符号化などで扱う離散確

率変数のモデル族のほとんどは，J�
�k�� � J
�k��を満たす．また，H�
�k�を

H�
�k� � lim
n��

�

n
E��� log P 
Xnj�k��� 
����

と定義する．平均損失の意味で最適パラメータ �k� は

�k� � arg min
�k��k

H�
�k�� 
���	�

で与えられる．

��
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データ系列 xn が与えられたときの最尤推定量を ��k，事後確率最大推定量を
��k で表す．

��k � arg max
�k��k

log P 
xnj�k�� 
�����

��k � arg max
�k��k

log f
�kjxn�� 
�����

����� モデル族の条件

パラメータ空間に球 B�
�k�� � f�k � �kjk�k � �k�k � �gを定義する．ここでは
次の条件を仮定する．

条件 �� 　


�� 
�k� の一意性� 関数 �H�
�k� は �k 上で単峰形関数とする．すなわち，�k�

は �k の内部に唯一存在するものとする．


�� 
モデル族の smoothness� Fisher情報行列 J
�k� は ��k � �k に対して � �

C� � detJ
�k� ��を満たす．ただし，C� はある定数である．また，J�
�k��

� J
�k�� とする．さらに，detJ
�k� と detJ�
�k� は，��k � �k に対し，
������ detJ
�

k�

��k

����� ��� 
����

������ detJ
�
�k�

��k

����� ��� 
����

を満たす．


�� 
事前密度の smoothness� ��k � �k に対し，f
�k� � � とし，f
�k� は �k に対

し �回微分可能とする．すなわち，
k��X
i��

k��X
j��

k��X
l��

��f
�k�

��i��j��l

 � cf 
�
k�� 
����

であり，cf 
�k� は �k に依存する定数である．


�� 
推定量の一意性� 尤度関数 P 
xnj�k� は，�xn � X n に対して単峰形，ある

いは単調であるとする．また，事後密度関数 f
�kjxn� は �xn � X n に対し，

�k 内で最大値を唯一もつものとする．すなわち，最尤推定量 ��k と事後確

率最大推定量 ��k は �k 内で唯一に存在する．

�
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�� 
事後確率最大推定量の一致性� 事後確率最大推定量 ��k は強一致推定量で

ある，すなわち，n�� のとき
�����k � �k�

���� �� a�s� 
����

とする．


� 
情報行列の一致性� ��k � B�
�k�� に対して一様に

��
n
log P 
xnj�k�� H�
�k�� a�s� 
����

��
n

�� log P 
xnj�k�
��k
��k�T

� J�
�k�� a�s� 
����

となる � � � が存在する． �

上の条件が成り立つとき，��k � �k に対して �
n
log f
�kjxn� � �

n
log P 
xnj�k� �

�
n
f
�k� � �

n
log P 
xnj�k�� かつ � �

n
log P 
xnj�k� � H�
�k�� a�s� であるので，もし

��k � ��k� a�s�が成り立たないとすれば，
����式も成り立たない．したがって，式


���� は ��k � �k�� a�s�も意味している．

さらに，従来研究の MDL符号による予測の損失に関する漸近解析では，最尤

推定量の漸近正規性が仮定されている ���が，本稿の解析では直接これを必要

としない．しかし，多くの現実的モデルにおいて，最尤推定量の漸近正規性は

成り立つ性質といえる．

注意 �� 条件���� 
�� については，現実的に考えられる事前分布ではみたされる

と考えられる．例えば，多項分布族に対する共役事前分布であるディレクレ分

布は，この条件を満たす．ディレクレ分布は有限マルコフモデルにも適用でき

る極めて有用な事前分布である ����． �

注意 �� 条件���� 
��� 
� について考える．情報源符号化に用いられるモデル族，

例えば有限マルコフモデルなどでは最尤推定量に対し重複対数の法則 ����が成

り立つ．これは一般の予測で扱う多くのモデル族で成り立つ本質的な性質であ

る．さらにこれを用いて，情報行列に対する重複対数の法則を示せることが多

い．次節の例を参照． �

����� パラメトリックモデル族の例

本節では条件���を満たすモデル族の例を示す．これらは，情報源符号化にお

いて代表的で有用なモデル族である．

�
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例 �� �多項分布族� アルファベット X � f�� �� �� � � � � �g 上の多項分布に従う i�i�d�
系列
定常無記憶系列�を考える．�i をシンボル i� i � X の生起確率とすると，ベ
クトル �k � 
��� ��� � � � � �k���T は一つの多項分布を規定する．ここで，k � � で

ある．したがって，�k を �k � f
��� ��� � � � � �k���T j� � ��� ��� � � � � �k��� �k � �g 上の
パラメータとみなし，一つのパラメトリックモデル族を構成できる．ただし，

�k � � �Pk��
i�� �i である．

�k� が �k の内部に存在するものとすると，情報行列 J�
�k� は

J�
�k� � ��
�Pk

i�� �
�
i log �i

��k
��k�T
� 
���

で与えられるので，J�
�k� の i�i 要素は

��i

�i��

�
��k	

��Pk��
j�� �j


� � 
��	�

i�j 要素は
��k	

� �Pk��
j�� �j


� � 
����

となる．ただし，�k� � 
���� �
�
�� � � � � ��k���T である．したがって，detJ�
�k� は明ら

かに微分可能である．また，�k � �k� のとき，detJ�
�k�� は detJ
�k�� に一致す

ることもわかる．J
�k� の行列式は

detJ
�k� �
�

���� � � � �k � 
����

で与えられるので，detJ
�k� は �� � �� � � � � � �k のとき最小化され，その最小

値は

mindetJ
�k� � 
k � ��k�� � �� 
��	��

で与えられる．さらに，�j � f�� �� � � � � kgに対し � � �j � �であるので，detJ
�k� �

� かつ
���� detJ��k�

��k

��� � � であり，条件 ���� 
�� が成り立つことがわかる．�j �
f�� �� � � � � kg に対して lim�j��

q
detJ
�k� ��であるから，任意の定数 C � に対し

て
q
det J
�k� � C � は成り立たないことがわかる．

尤度関数 P 
xnj�k� は
P 
xnj�k� �

kY
i��


�i�
ni � 
��	��

で与えられ，この関数は �xn � X n に対して �k 内で唯一の最大値をもつ．た

だし，ni は xn におけるシンボル i の生起回数である．最尤推定量は ��i � ni�n�

i � �� �� � � � � k で与えられる．この最尤推定量は limn�� ni
n
� ��i � �� a�s� を満

�
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たす ����．すなわち，��k � �k�� a�s� である．もし �k 上の事前分布としてディ

レクレ分布を仮定すると，事後確率最大推定量 ��i は ��i �
ni��i��

n�
P

j
�j�k�� で与えら

れる．ただし，�i はディレクレ分布のパラメータである．よって，条件���� 
�

が成り立つ．したがってこの場合，��k � ��k � �k�� a�s� が成り立つ．またもし，

sup�k��k f
�k� � � であれば， �
n
log P 
xnj�k� � �

n
f
�k� � �

n
log P 
xnj�k� が �k � �k

で一様に成り立つので，この場合も ��k � �k�� a�s�が成り立つ．よってこれらの

場合，条件���� 
��が成り立つ．

ここで �k� が �k の内部に存在するとすると，条件 ���� 
�� も明らかに成り

立つ．

次に条件���� 
� を考える． �
n
�� logP �xnj��
��k���k�T は

�

n

�� log P 
xnj��
��k
��k�T

�
��
Pk

i��
ni
n
log �i

��k
��k�T
� 
��	��

で与えられるので， �
n
�� logP �xnj��
��k���k�T の i�i 要素は

� ni
n
�i��

� nk

n
	
��Pk��

j�� �j

� � 
��	��

i�j 要素 
i �� j� は

� nk

n
	
� �Pk��

j�� �j

� � 
��	��

となる．ni�n� ��i � a�s� より，

�

n
log P 
xnj�k��

kX
i��

��i log �i� a�s� 
��	��

�

n

�� log P 
xnj�k�
��k
��k�T

� ��
Pk

i�� �
�
i log �i

��k
��k�T
� a�s� 
��	�

が得られる．したがって，� �
n
log P 
xnj�� � H�
�k�� a�s� かつ � �

n
�� logP �xnj��
��k���k�T �

J�
�k�� a�s�となり，条件���� 
� も示された．

したがって，この多項分布族は条件���を満たすことがわかる．さらにこのモ

デル族では，最尤推定量の漸近正規性も成り立っている ����． �

例 �� �有限エルゴードマルコフモデル� 情報源アルファベット X � f�� �� �� � � � � �g
上の有限エルゴードマルコフモデルを考える．S 個の有限集合である状態の集

合は与えられているものとし，�i�j � p
�sj�
i を j 番目の状態 sj におけるシンボル i

の生起確率とする．また，�i�j から計算される状態 sj の定常確率を qsj とする．

�
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ここで，i � X かつ j � �� �� � � � � S である．�k � 
����� � � � � �����S�T は，このマルコ
フモデルの k � �
S � �� 次元パラメータとなる．

Ni�j を，確率変数 Xn の中の，各状態 sj� j � �� � � � � S のもとでの各シンボル
�� �� � � � � � の生起回数を表す確率変数としよう．このとき p�i�j � limn�� �

n
E� �Ni�j �

と定義し，p�i�j から計算される各状態の定常確率を q�s� � � � q�sS とする．このとき，
情報行列 J�
�k� は

J�
�k� � ��
�PS

j��

P�
i�� q

�
sj
��i�j log �i�j

��k
��k�T
� 
��		�

で与えられる．ただし，���j � ��P���
i�� �i�j かつ ����j � ��

P���
i�� �

�
i�j である．よっ

て，detJ�
�k� は明らかに微分可能である．�k � �k� のときは J�
�k�� � J
�k� と

なることも明らかである．J
�k� の行列式は

detJ
�k� �
SY
j��


qsj�
� �

���j���j � � � ���j � 
��	��

で与えられる．ここで qsj は �k に依存し，detJ
�k� を一般式の形で �k だけの関

数として記述することはできない．しかし，マルコフモデルの構造を一つ決め

てやれば，qsj を �k で書き下すことが可能となり， C� � detJ
�k� ��であるこ
とが容易にわかる．例えば，X � f�� �g 上の�元単純マルコフモデルを考える．
S � � であり，si は最後のシンボルが i であったことを意味する．このとき qs�

と qs� はそれぞれ，
����

���������
と ����

���������
で与えられる．よって detJ
�k� は

detJ
�k� �
�


���� � ��������������
� 
��	��

となる．���� � ���� � ��� のとき，この行列式は最小化され，その最小値は �であ

る．また，���� � � あるいは ���� � � や ����� ���� � � としたとき，detJ
�k�� �

となるので，detJ
�k� は定数の上界を持たないが，正定数の下界値を持つこと

がわかる．したがって，このモデルは条件���� 
�� を満たす．

再び初期の状態は既知であるとしよう．n�� � � �� nS と n��j� n��j� � � � � n��j をそ
れぞれ，各状態と状態 j のもとでの各シンボルの生起回数とする．すなわち，

n �
P

j nj かつ nj �
P

i ni�j である．尤度関数 P 
xnj�k� は

P 
xnj�k� �
SY
j��

�Y
i��


�i�j�
ni�j � 
�����

で与えられ，�k 内で唯一の最大値をもつ．この有限マルコフ情報源においても

大数の強法則 ����
ni�j
nj

� ��i�j� a�s� 
�����

�
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が成り立つ．これは，条件���� 
��を意味する．また，条件���� 
��が成り立てば，

条件���� 
�� も成り立つ．

さらに，対数尤度 log P 
xnj�k� は

log P 
xnj�k� �X
i�j

ni�j log �i�j� 
�����

で与えられ，
�����式が成り立つことから，条件���� 
�が成り立つことがわかる．

以上より，有限定常エルゴードマルコフモデルは，条件���を満たすことがわ

かる．このモデルでは最尤推定量の漸近正規性も成り立つ ����� �

条件���は定常独立観測
i�i�d�系列�を仮定していない．情報源符号化の実際で

重要となる情報源は記憶をもつ情報源であり，i�i�d�系列では応用範囲が狭い．本

研究の仮定はマルコフモデルなどの i�i�d�ではない情報源に対しても成り立って

いる．

����� 事後確率密度の漸近正規性

符号長の解析の前に，本質的な性質である事後確率密度の漸近正規性を示す．

J�Rissanen は最尤推定量の漸近正規性から最尤符号化 �����の漸近符号長を導い

ており，漸近正規性はパラメトリックモデルでの予測において本質的と考えら

れる．しかし，この最尤推定量の漸近正規性は法則収束を意味するのに対し，

事後確率の漸近正規性はデータ系列 xn が与えられたもとでの事後密度の形を

議論したものである．

事後確率密度の漸近正規性の議論については，����pp�������	 あるいは ����の

議論が有用である．

補題 �� �������� 無限系列 x� を固定して考える．��k を Ln
�k� � log f
�kjxn� の

�点で極大となる�極大値とする．すなわち，

L�n
��
k� �

�Ln
�k�

��k


�k���k

� 
� 
�����

かつ

 n � �
	
L��n
��

k�

��

� �
�
��Ln
�k�

��k
��k�T


�k���k

���
� 
�����

が正定値行列とする．パラメータ空間上に球 B�
��k� � f�k � �kjk�k � ��kk � �gを
定義する．

さらに，次の�つの条件を考える．

�
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�c�� �Steepness� limn�� ���n � �� ただし ���n は  n の最大固有値とする．

�c�� �Smoothness� 任意の正定数 
 � � に対し，N と � � � が存在し，全ての

n � N と �k � B�
��k� に対して L��n
�
k�が存在して

I �A

� � L��n
�
k�
n
L��n
��

k�
o�� � I �A

�� 
�����

を満たす．ただし，I は k� k 基本行列，A

�はその最大固有値が 
� � の

とき � に収束するような正定値行列とする．

�c�� �Concentration� �� � � に対し，n�� のときZ
�k�B����k�

f
�kjxn�d�k � �� 
����

条件
c���，
c��� のもとで，．

lim
n�� f
��kjxn� 
det n�

��� � 
���k��� 
���	�

が成り立つ．

さらに，条件 
c���，
c��� に条件 
c���を加えた�つの条件は，事後確率密度の

漸近正規性の必要十分条件となる．すなわち，条件 
c���� 
c���� 
c��� のもとで

lim
n�� f
��kjxn� 
det n�

��� � 
���k��� 
�����

が成り立つ．

また，条件 
c���� 
c���� 
c��� のもとで �k �  ����n 
�k � ��k� は k�次元正規分布

f
�k� � 
���k�� exp
n
��

�
�
k�T�k

o
に収束する．ここで， ����n は  ����n  ����n �  ��n

を満たす k � k�次元行列である． �

補題���は �本の分布列の収束に関する結果であり，確率分布の法則収束の議

論と同じである．�つ異なる点は，密度の収束を述べている点である．通常の中

心極限定理では，二項分布などの離散分布が漸近的に正規分布に従うことが示

されるが，二項分布は密度をもたないので密度関数の収束は成り立たない．こ

れに対し，
c��� � 
c���を満たす確率密度関数については，その条件から密度関

数の値自体の収束を示すことができる．

以上の議論が一つの分布列に対する議論であったが，予測の問題では xn は

確率変数の実現値として出現するものととらえるので，情報源から出てくる xn

それぞれについて，漸近正規性が成り立つかどうかを議論しなくてはならない．

そこで，以下では以上の漸近正規性を概収束の意味で再構成する．得られる以

下の補題は，本研究の結果において本質的な役割を演ずる．
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補題 �� �漸近正規性� 条件���のもとで，�k �
p
n
�k � ��k� の事後確率密度は平

均ゼロ，共分散 fJ�
��k�g�� の正規分布に概収束する．すなわち，R	 を任意の直

方体とすると，事後密度 f
�kjxn� は

P 
�k � R	jxn� �
Z
	k�R�

f	
�
kjxn�d�k

�
q
detJ�
��k�

��k��

Z
	k�R�

e
� �
�k	kk�J����k�d�k� a�s� 
�����

を満たす．ここで f	
�kjxn� は �k の事後密度であり，

f	
�
kjxn� � �p

n
k f
�

kjxn�� 
�����

で与えられる．さらに，!k を j!kj � � を満たす任意の直方体として，�k � !k

に対して一様に

f	
�
kjxn��

q
detJ�
��k�

��k��

e
� �
�k	kk�J����k� � a�s� 
�����

が成り立つ．

�証明� 節����を参照． �

�k の事後確率密度 f	
�
kjxn� が，任意の直方体 !k に対して �k � !k 内で一様

に正規分布に概収束するという結果は，従来の事後確率密度の漸近正規性に関

する研究 ��� ��� ��� �� ����よりも強いことを述べている．

����� パラメトリックモデル族に対する解析

符号長の差についてまず，次の補題を与えよう．

補題 �� ��k �
p
n
��k � ��k� と �"kn � f��kj��k � ��k

ng を定義する．このとき，
����式
と 
���	�式の関係は

L
��k

MDL
x
n� � L�k

Bayes
x
n� � max

�	k���kn

����
���log

f	
��kjxn�r
det J
��k �

�	kp
n
�

����
��� � 
�����

で与えられる．

�証明� 
����式と
���	�式より，

L
��k

MDL
x
n� � L�k

Bayes
x
n�� max

��k���k
n

��
�log P 
xnj��k�f
��k�R

�k��k P 
xnj�k�f
�k�d�k
�

p
n
k
q
detJ
��k�

��
� �


�����
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が成り立つ．ここで，

f
��kjxn� � P 
xnj��k�f
��k�R
�k��k P 
xnj�k�f
�k�d�k � 
�����

は �k � ��k における事後確率密度の値である．��k � ��k � �p
n
��k であることから，

補題が成り立つことがわかる． �

補題���と補題���を用いることにより，L��k
MDL
x

n�と L�k

Bayes
x
n�の漸近的な差が

次の定理によって与えられる．

定理 �	 条件���のもとで，
����式と 
���	�式の差は漸近的に

L
��k

MDL
x
n� � L�k

Bayes
x
n� �O�
��� a�s� 
�����

で与えられる．ただし，O�
�� は n�� のときほとんど確実に � � C� � O�
��

� C� �� を満たす項である．すなわち C�� C� � � が存在し，n�� のとき

C� � L
��k

MDL
x
n�� L�k

Bayes
x
n� � C�� a�s� 
����

が成り立つ．

�証明� ����節参照 �

定理 ���の結果については，以下のように解釈を与えることが可能である．


�����式の右辺は，事後確率密度を量子化されたセルの領域で積分したものであ

り，量子化セルの事後確率とみなすことができる．離散モデル族に対する結果

でもあったように，もしこの量子化セルの事後確率が � に収束すれば，両者の

差は � に収束するはずである．ここで，パラメータの事後確率は漸近的に共分

散 
��n�fJ�
��k�g の正規分布に従う．一方，量子化セルの量子化幅も，この正規
分布の主軸方向への標準偏差程度である．すなわち，nが増加してパラメータ

の事後確率密度が一点に集中してきても，それと同じ早さでセルの体積が小さ

くなっていき，セル内の事後密度は �に収束しない．したがって，真のセルとい

うものは特定できず，MDL符号とベイズ符号の差は漸近的に定数として残って

しまう．これは連続パラメータを離散化した結果生じた性質である．

��� 階層モデル族に対する解析

階層モデル族に対して，MDL符号とベイズ符号の差を解析する．階層モデル

族に対し，

�
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P 
xnjm� �
Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
���	�

を定義しておく．

データ系列 xn は真の分布 P �
xn�に従って発生し，P �
xn�はモデル族 H に含
まれることを仮定しない．また，本研究では階層モデル族は階層構造を持たな

い分離的な族でも構わないものとしているが，結果はこの場合を含んでいる．

モデル m の最適パラメータ �k
�

m は

�k
�

m � arg min
�km��km

H�
m� �km�� 
�����

で定義する．ここで，H�
m� �km�は

H�
m� �km� � lim
n��

�

n
E� h� log P 
Xnjm� �km�

i
� 
�����

で与えられる．xn が与えられたもとでの最尤推定量を ��km，事後確率最大推定

量を ��km と記述する．

階層モデル族では入れ子構造がある場合，H�
m�� �
km� � � H�
m�� �

km� � を満

たす m�� m�� �km� � �km� 
m� �� m��が存在するが，最適モデル m� は以下で定義

する．

m� � arg min
m�M

n
km
H�
m� �k

�

m� � H�o� 
������

ここで H� は

H� � min
P ��jm��km ��H

H�
m� �km�� 
������

で与えられ，m� は唯一であるとする．また，各モデルのパラメータ空間上に球

B�
�k
�

mjm� � f�km � �kmjk�km � �k
�

mk � �gを定義する．最後に情報行列 J�
�km jm�
を

J�
�km jm� � � lim
n��

�

n
E�

�
�� log p
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
������

と定義する．

����� モデル族の条件

次に解析に必要な条件を示す．これは前節のパラメトリックモデル族に対す

る仮定よりも強いものとなっている．すなわち，大数の法則のかわりに，重複

対数の法則を仮定する．これは，モデルの事後確率の収束を示すために必要で

あり，統計的モデル選択の一致性の議論 ��	�で従来仮定されているものである．

�
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条件 �� 　


�� 
�k
�

m の一意存在性� �m � M に対し，�H�
m� �km� は �km 上で単峰形であ

り，�km の内部に最大値をもつ．すなわち m の最適パラメータ �k
�

m が �km

の内部に唯一存在する．


�� 
クラスのSmoothness� �m � M に対し，Fisher情報行列 J
�km jm�は ��km �
�km に対して � � C� � detJ
�kmjm� �� を満たす．ただし C� はある正定

数である．また，J�
�k
�

m jm� � J
�k
�

mjm� とする．さらに，��km � �km に対

し， detJ
�kmjm� と detJ�
�km jm�は������ detJ
�
km jm�

��km

����� ��� 
������

������ detJ
�
�km jm�

��km

����� ��� 
������

を満たす．


�� 
事前分布のSmoothness� �m � M と ��km � �km に対して f
�km jm� � �，か

つ f
�km jm� は �km に対して�回微分可能とする．すなわち，
km��X
i��

km��X
j��

km��X
l��

��f
�km jm�
��kmi ��kmj ��kml

 � cf
�
km�� 
������

とする．ただし，cf
�km� は �km に依存する定数である．


�� 
推定量の存在性� 尤度関数 P 
xnjm� �km� は �xn � X n に対して単峰形，あ

るいは単調な関数とする．事後確率密度 f
�km jxn�m� は �xn � X n に対し

て，�km 内で唯一の最大値をもつ．すなわち，�xn � X n と �m � M に対

して，最尤推定量 ��km と事後確率最大推定量 ��km が唯一存在する．


�� 
重複対数の法則� � � �m � M に対し，

��km � �k
�

m �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
�����


� 
重複対数の法則� � � �m � M に対し，

��
n
log p
xnjm� �km� � H
m� �km� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
����	�

��
n

�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T
� J�
�km jm� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
������

	�
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が �km � B�
�
k�m jm� に対して一様に成り立つような定数 � � � が存在する．

　　 �

条件����
���
�より，�m � M� ��km � B�
�
k�m�に対し，n�� のとき

�

n


kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

�� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml

 � c�p
m� �km�� a�s� 
������

が成り立っている．ただし，c�p
m� �km� � �は mと �km に依存する有限値である．

����� 階層モデル族の例

次に条件���を満たす階層モデル族の例を示す．

例 �	 �有限定常エルゴードマルコフモデル� 情報源アルファベット X � f�� �� �� � � � � �g
上の有限定常エルゴードマルコフモデルを考える．マルコフモデルの構造を表

す状態の集合は事前に未知であるとする．すなわち，記憶の長さは未知である．

しかし，その候補は与えられているものとすると，これは階層モデル族を構成

する．m� を状態集合 fs�
m��� s�
m��� � � � � sSm�

m��gを表すモデルとする．Sm� は

モデル m� の状態数である．同様に m�� m�� � � �� を構成する．
例として二元アルファベット X � f�� �g を考えよう．m� を状態数�の一次マ

ルコフモデルとする．m� を状態数�，記憶の長さ�の二次のマルコフモデルと

する．同様に m�� m�� � � �� をそれぞれ �次マルコフモデル，�次マルコフモデル�

� � �� とする．このとき M � fm��m�� � � � �mMg は階層モデル族を構成する．ここ
で M はモデルの最高次数である．

各モデル m � M は状態遷移確率を表すパラメータ �kmi�j をもつ．ここで，

�kmi�j � p
�sj�m��
i はモデル m の，第 j 状態 sj
m� におけるシンボル i の生起確率を

表す．qsj
m�を状態 sj
m� の定常確率とする．ここで i � X かつ j � �� �� � � � � Sm，
Sm はモデル m の状態数である．�km � 
�km��� � � � � � �km����Sm�T はモデル m のパラ

メータであり，km � �
Sm � �� である．

再び初期状態は既知とする．Ni�j
m� を確率変数 Xn 内の，状態 sj
m�� j �

�� � � � � Sm� のもとでの各シンボル �� �� � � � � � の生起回数を表す確率変数とす
る．p�i�j
m� � limn�� �

n
E�Ni�j
m� とし，p�i�j
m� から計算できるモデル m の各

状態の定常確率を q�s��m�
m� � � � q�sSm �m�
m� と表す．最適パラメータ �k
�

m は �k
�

m

� 
p����
m�� � � � � p�����Sm
m��T で与えられる．
重複対数の法則 ����より，

ni�j
m�

n
� p�i�j
m� �O

�

log log n����p

n

�
� 
������

	�
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が成り立つので，例���と同様の議論により，条件���が成り立つことがわかる．

　　 �

����� 階層モデル族に対する結果

定理 �� 同じ事前分布のもとで，
�����式と 
�����式の関係は

Lm��km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n�� log P 
 �mjxn�� 
������

で与えられる．ここで， �m は事後確率 P 
mjxn� を最大化するモデルであり，
P 
mjxn� は次式で与えられる．

P 
mjxn� �

Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�P 
m�d�km
X
m�M

Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�P 
m�d�km
� 
������

�証明� 定理���と同様に証明できる． �

この定理も，ベイズ符号の符号長が MDL符号のそれより � log P 
 �mjxn� だけ
損失を小さくできることを示しており，ベイズ符号の有効性を示している．次

に � log P 
 �mjxn�を解析する．
そのために，次の補題を与える．これにより，

n
P 
xnjm� �

Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�d�km
m � M

o

を離散モデル族と同様に考えることができる．

補題 �	 �m � M に対し，条件���を仮定する．このとき �m �� m�� m � M に

対し，  P 
x
njm�

P 
xnjm��

� �� a�s� 
������

が成り立つ．

�証明� ����参照． �

ベイズ規則

P 
mjxn� � P 
xnjm�P 
m�� 
������

と 
������式から，�m �� m� に対し P 
mjx
n�

P 
m�jxn�

� �� a�s� 
������

	�
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が成り立つ．

この結果は事後確率最大のモデルは最適モデルに収束することを示しており，

モデル選択における事後確率最大規準の一致性を示している．事後確率最大規

準は C�Schwarz により提案され 
BIC�，その log n の項までの漸近式が与えられ

ている ������

以上より，以下の定理が与えられる．

定理 �� 条件���のもとで，
�����式と 
�����式の関係は

Lm��km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n� � o�
��� a�s� 
�����

で与えられる．ここで，o�
�� は limn�� o�
�� � � を満たす正定数である．

�証明� 補題���より

P 
m�jxn�� �� a�s� 
����	�

であるので， �m は m� に漸近的に一致する．よって，

� log P 
 �mjxn� � o�
��� 
������

が得られる． �

この定理により，モデル mを一つ選択することによる符号長の増加は，漸近

的に � に収束することがわかる．次にパラメータを離散化してパラメータも符

号化する MDL符号を考え，
�����式と
�����式の差を考える．そのためにまず次

の補題を考える．

補題 �� 各 m に対し，��km �
p
n
��km � ��km�� �"kmn � f��km j��km � ��km

n g，および
L
��km
MDL
x

njm� を

L
��km
MDL
x

njm� � min
��km���km

n

n
� log P 
xnjm� ��km�� log f
��km jm�

p
n
km
q
detJ
��km jm�

o
� 
������

と定義する．このとき，

L
��km
MDL
x

njm� � � log P 
xnjm�� max
�	km���kmn

����
���log

f	
��km jxn�m�r
detJ
��km �

�	kmp
n
jm�

����
��� � 
������

が成り立つ．ここで，f	
�km jxn�m� は �km �
p
n
�km � ��km� の事後密度であり，

f	
�
km jxn�m� � �p

n
km
f
�km jxn�m�� 
������

	�
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で与えられる．さらに条件���のもとで，n�� のとき

� � C� � � max
�	km���kmn

����
���log

f	
��km jxn�m�r
det J
��km �

�	kmp
n
jm�

����
��� � C� ��� a�s� 
������

が成り立つ．ただし C� と C� はある正定数である．

�証明� パラメトリックモデル族に対する結果より明らか． �

この補題より，次の定理が与えられる．

定理 �� 条件���のもとで，
�����式と 
�����式の関係は

Lm���km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n� �O�
��� a�s� 
������

で与えられる．ここで，O�
�� は n�� のとき � � C� � O�
�� � C� �� を満
たす項である．

�証明� 補題��より，�m � M に対し

Lm��km

MDL 
x
n� � Lm���km

MDL 
x
n� �O�
��� 
������

が成り立つ．
������式と定理��	より，定理が示された． �

以上の議論より，パラメータを量子化して符号化することによる符号長の増

加，すなわち予測の累積対数損失の増加分は定数として残ってしまうことがわか

り，パラメータの量子化が予測に関しては有効ではないことが明らかとなった．

��� 考察

ベイズ符号の符号長が MDL符号のそれを下界することはすでに示されてい

たが �����，本研究ではその差を漸近解析した．これは，統計的予測問題におい

て，両者の累積対数損失の差を解析したことになる．

MDL符号では �つの操作が特徴的である．一つはパラメータの量子化であり，

一つは確率モデルを選択することである．本章の結果より，最適モデルがモデ

ル族内で唯一であれば，モデルを選択することよりもパラメータの量子化操作

の方が符号長への影響は大きいことが明らかとなった．しかし，両者とも符号

長を増加させることは明らかである．また，最適モデルがモデル族内で唯一で

はない場合にも，ベイズ符号の優位性が示された．これは，最適モデルが一つ

	�
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ではない状況でモデルを選択するというMDL符号の操作が符号長を増加させ

てしまうことを示している．以上の意味で，確率モデルを一つ選択するという

方法は必ずしも全ての目的に対して有効ではないことがわかる．MDL原理は予

測，あるいは符号化というよりは，統計的モデル選択，あるいはユニバーサル

モデリング �����の観点から議論されるべきと考えられる．

MDL原理をモデル選択に適用する場合，パラメータを量子化するタイプの

Lm���km

MDL 
x
n� よりも，Lm��km

MDL 
x
n�を適用するべきと考える．なぜならば，�xn � X n

に対して，Lm��km

MDL 
x
n� � Lm���km

MDL 
x
n� であり，Lm���km

MDL 
x
n� は真の意味で最小記述長

ではないためである．一方，� log P 
xnjm�は mを固定した場合のベイズ最適解

を与えている．� log P 
xnjm�� log P 
m�の最小化は，モデルの事後確率 P 
mjxn�
の最大化と等価となり，階層モデル族に対して一致性をもつ規準となる．

同じ事前分布を仮定した場合，MDL符号よりもベイズ符号の方が符号長を小

さくできるが，もし異なる事前分布を仮定した場合にはその限りではない．す

なわち，結果的に有利な事前分布を仮定していた方が優れるような場合が生じ

るはずである．この議論については次章で考察する．

��� 補題と定理の証明

��	�� 補題 ���の証明

まず，条件
c���� 
c���� 
c���が n��のときほとんど確実に成り立つことを示
し，事後密度関数が概収束の意味で正規分布に収束することを示す．

f
�k�は �回微分可能であることから

�

n
L��n
�

k� �
�

n

�� log P 
xnj�k�
��k
��k�T

�
�

n

�� log f
�k�

��k
��k�T
� 
������

ここで �� log f��k�
��k���k�T は n に依存せず，� �

n
�� logP �xnj�k�
��k���k�T � J�
�k�� a�s� であるので，

�k � B�
�k��に対して一様に

� �

n
L��n
�

k�� J�
�k�� a�s� 
�����

したがって，�k � B�
�k�� に対して一様に

�

n

 n�

�� � J�
��k�� a�s� 
����	�

ただし  n は，

 n � �
	
L��n
��

k�

��

� �
�
��Ln
�k�

��k
��k�T


�k���k

���
� 
������

	�
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で与えられる．��k � �k�� a�s�であるから，n��のとき C� � detJ�
��k� � C�� a�s�

を満たす正定数 C�� C� � �が存在する．n n � 
J�
��k����� a�s�であることから，

 n の最大固有値が �に概収束することは明らかであり，
c���がほとんど確実に

成り立つ．

次に ��k � �k�と
�����式より，L��n
�
k�fL��n
��k�g��は �k � B�
��k�に対して一様に

L��n
�
k�fL��n
��k�g�� � J�
�k�fJ�
��k�g��� a�s� 
������

よって条件より，
c���がほとんど確実に成り立つ．

よって，条件
c���，
c���がほとんど確実に成り立つので，補題���より，

lim
n�� f
��kjxn� 
det n�

��� � 
���k��� 
������

が成り立つ．

あとは 条件
c���を示せばよい．��k � B�
�
k��に対して一様に

�

n
log P 
xnj�k� � �

n
log f
�k���H�
�k�� a�s� 
������

が成り立つ．よって，

P 
xnj�k�f
�k� � expf�nH�
�k� � o
��g� a�s� 
������

である．これは f
�kjxn� � P �xnj�k�f��k�
P �xn� の分子であり，分母は �k に依存しない．

一方，��k � �k�� a�s�� ��k � �k�� a�s� であり， �k� は �k の内部に存在するので，

n�� のとき尤度関数 P 
xnj�k�はほとんど確実に単峰形であり，��k も �k の内

部に唯一存在する．したがって，n�� のとき，�
 � � に対して

inf
�k�B����k�

�

n
log P 
xnj�k�f
�k� � 
 � sup

�k ��B����k�

log P 
xnj�k�f
�k�� a�s� 
������

が成り立ち，j�kj �� より
Z
�k�B����k�

Ln
�
k�d�k � �� a�s� 
������

が得られる．これは 
c���が概収束の意味で成立することを示している．


c���� 
c���� 
c���が n�� のとき，ほとんど確実に成り立つので，

lim
n�� f
��kjxn� 
det n�

��� � 
���k��� a�s� 
������

が成り立つ．さらに �k �
p
n
�k � ��k� の事後確率密度は，平均ゼロ，共分散

fJ�
��k�g�� の正規分布に概収束することもわかる．
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次に定理の後半，すなわち事後密度関数が任意の直方体 !k 内で一様に収束

していることを示す．テーラー展開により

f
�kjxn� � f
��kjxn� expfLn
�
k�� Ln
��

k�g
� f
��kjxn� exp

�
��
�

�k � ��k�T 
I �Rn� 

��
n 
�

k � ��k�
�
� 
�����

ただし，Rn は

Rn � L��n
�
k��

n
#L��n
��

k�
o�� � I� 
����	�

で与えられ，�k� は �k と ��k を結ぶ線分上の点である．

よって，
f
�kjxn�
f
��kjxn� � exp

�
��
�

�k�T 
I �Rn�
 n�

��
�k�
�
� 
������

任意の直方体 !k に対し，sup	k��k k�kk � V� を満たす定数 V� � � が存在する．

したがって，�k � ��k � 	kp
n
� ��k が ��k � !k に対して一様に成り立つ．これは，

�
 � �に対して n�� のとき


�� 
�I � I �Rn � 
� � 
�I� a�s� 
������

が ��k � !k に対して一様に成り立つことを意味する．これは L��n
�
k��fL��n
��k�g��

� J�
�k��fJ�
��k�g��� a�s�かつ，��k � !k に対して一様に k�k � ��kk � �� a�s�で

あることから自明である．


������式と 
������式より，��k � !k に対して一様に

f
�kjxn�
f
��kjxn� � exp

�
��
�

�k�TJ�
��k�
�k�

�
f� � o
��g� a�s� 
������

exp
n
��

�
�
k�TJ�
��k�
�k�

o
は有界であるので，��k � !k に対して一様に

f
�kjxn�
f
��kjxn� � exp

�
��
�

�k�TJ�
��k�
�k�

�
� o
��� a�s� 
������


������式より，証明が完結した． �

��	�� 定理 ���の証明

補題���より，��k � !k に対して一様に

f	
�
kjxn��

q
detJ�
��k�

��k��

e�
k�kk�

J����k�
� � a�s� 
������
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が成り立っている．

一方，P 
xnj�k�は n��のとき，ほとんど確実に単峰形である．よって
������
式より，事後密度 f	
�kjxn�は n�� のとき

max
�	k���k

f	
��
kjxn� �

q
detJ�
��k�

��k��

� 
�� a�s� 
������

を満たす．ここで，��k は
��k �

p
n
	
��k � ��k



� 
������

で与えられる．

� �
p
C� �

r
det I
��k � �p

n
��k� かつ f	
�kjxn� は n � � のとき単峰形に近づく

ので， �
� � � に対し n�� のとき，

max
�	k���k

f	
��kjxn�r
det I
��k � �p

n
��k�

� max
�	k���k���k�

f	
��kjxn�r
det I
��k � �p

n
��k�

� a�s�

�
q
det I�
��k�


��k��min�	k���k���k�

r
det I
��k � �p

n
��k�

� 
�� a�s� 
������

が成り立つ．q
det I�
�k�と

q
det I
�k�は �kに関して連続微分可能であり，��k � ��k � �k�� a�s�

と I�
�k�� � I
�k��が成り立っているから， n��のとき， �k � !k に対して一

様に
q
det I�
��k��

q
det I
�k��� a�s� 
�����s

det I
��k �
�p
n
��k��

q
det I
�k��� a�s� 
����	�

が成り立つ．
������式� 
�����式� 
����	�式より， �
� � �に対し， n��のとき

max
�	k���k

log
f	
��kjxn�r

det I
��k �
�	kp
n
�
� k

�
log

�

�
� 
�� a�s� 
������

が成り立つ．したがって，ある定数 C� � �が存在して，n�� のとき

C� � L
��k

MDL
x
n�� L�k

Bayes
x
n�� a�s� 
������

が成り立つこと示された．ただし � � C� �
k
� log � である．

	�
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次に，逆側の不等式

L
��k

MDL
x
n� � L�k

Bayes
x
n� � C�� a�s� 
������

を示す．条件���� 
�� より，�K�k � �が存在して，n�� のとき
max�	k���k���k� f	
��

kjxn�q
detJ
��k� �

K�kp
n

� max
�	k���k���k�

f	
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�
� a�s� 
������

ただし，K�k は !k に依存する．


������式より，明らかに C � � �が存在し，n�� のとき

C � � max
�	k���k���k�

f	
��
kjxn� � max

�	k���k
f	
��

kjxn�� a�s� 
������

が成り立つ．


�����式，
������式，
������式より，正定数 C� � � が存在して，n � � の
とき

� max
�	k���k

log
f	
��kjxn�r

detJ
��k �
�	kp
n
�
� C�� a�s� 
������

が成り立つ．これは 
������式を導く．


������式と 
������式をあわせて定理を得る． �

��	�� 補題 ���の証明

条件����
��より，

�����km � �k
�

m

��� � O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
������

であり，これは ��km は �k
�

m に対する強一致推定量であることを示している．すな

わち �m � Mに対して，��km � �k
�

m � a�s�一方，�� � �が存在し，��km � B
�k
�

m jm�
に対して一様に

�

n
log P 
xnjm� �km�f
�km jm�� �

n
log P 
xnjm� �km�� 
������

が成り立つ．

ベイズ規則から導かれる

log P 
xnjm� � log P 
x
njm� �km�f
�km jm�
f
�km jxn�m� � 
�����

	�
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と補題���より，�m � Mに対して

log P 
xnjm� � log P 
xnjm� ��km�� km
�
log

n

�
�log

q
detJ�
��km jm�
f
��km jm� �o
��� a�s� 
����	�

よって，�m � Mに対し

log
P 
xnjm�
P 
xnjm��

� log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
�
	km
�
� km�

�



log

n

�

　　� log f

��km� jm��

q
detJ�
��km jm�

f
��km jm�
q
detJ�
��km� jm��

� o
��� a�s� 
������

が成り立つ．

ここで，��km � �k
�

m � a�s�より，f
��km jm� � O
��� a�s�かつ detJ�
��km jm� � O
���

a�s�である．ただし O
�� は �C � �が存在して n�� のとき jO
��j � C a�s�と

なる項である．


������式より，もし

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n� ��� a�s� 
������

が �m �� m� に対して成り立てば，証明は完結する．

まず，log P �xnjm���km �

P �xnjm��k
�

m �
を評価するために，

� log P 
xnjm� �k
�

m� � � log P 
xnjm� ��km�

��
�

	
��km � �k

�

m


T �� log P 
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

	
��km � �k

�

m




�O
	�����km � �k

�

m

����

kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

�� log P 
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml


�km��km�



� 
�����

と展開する．

条件���� 
���より，

�
��km � �k
�

m�T
�� log P 
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km


��km � �k
�

m�

�
p
n
��km � �k

�

m�TJ�
��km jm�pn
��km � �k
�

m� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
�����

一方， �����km � �k
�

m

��� � O
	 
log log n����p

n



� a�s� 
�����

��
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と 
������式より，

�����km � �k
�

m

����

kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

�� log P 
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml


�km��km�

� O

�

log log n����p

n

�
� a�s�


�����

したがって，

� log P 
xnjm� �k
�

m� � � log P 
xnjm� ��km� �
�

�

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
��kmjm�pn
��km � �k
�

m�

�O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
�����

が成り立つ．

条件���� 
��と k��km � �k
�

mk � o
��� a�s�より，J�
��km jm�� J�
�k
�

m jm�� a�s�が成

り立つので，

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm� �k�m�
� O
log log n�� a�s� 
�����

したがって，

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n

　� log
P 
xnjm� �k

�

m�

P 
xnjm�� �k
�

m� �
� km � km�

�
log n �O
log log n�� a�s� 
����

まず，km� � km の場合を考える．このとき H�
m� �km� � H�
m�� �k
�

m� � である

ので，条件���� 
��� より，��km � �km に対して

log
P 
xnjm� �km�

P 
xnjm� �k
�

m� �
� �Cn� o
n�� a�s� 
���	�

が成り立つ．ただし，C はある正定数である．

したがって，�m � Mかつ km� � km のとき

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n � �Cn� km � km�

�
log n� o
n�

� ��� a�s� 
�����

が成り立つ．

次に km� � km を考える．条件���� 
��� より

�

n
P 
xnjm� �k

�

m�� �

n
P 
xnjm�� �k

�

m� �� a�s� 
�����

��
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であるから，
����式より，�m � Mかつ km� � km に対し，

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n �

km� � km
�

log n�O
log n log n�

� ��� a�s� 
���	��

が成り立つ．

よって，�km �� km� に対し 
������式が成り立ち，定理が示された． �

��



第 �章 累積対数損失を評価関数とする予測問題 ���� MDL規準とベイズ規準の差の解析 �事前分布が同
じ場合�

��� 本章の結論

本章では，同じ事前分布のもとで，MDL符号とベイズ符号の符号長の差を解

析した．この結果，最適モデルがモデル族内で唯一の場合には，パラメータの

量子化を行わないMDL符号とベイズ符号の符号長の差は漸近的に �に収束する

が，パラメータを量子化するタイプの MDL符号とベイズ符号の符号長の差は定

数オーダとなることが明らかとなった．すなわち，パラメータを量子化する操

作は，符号長の面からは有効ではないことが示された．また，最適モデルがモ

デル族内で唯一でない場合には，両符号の差は定数オーダとなり，この場合の

ベイズ符号の優位性が示された．統計的予測の立場から見ると，これはMDL規

準に対するベイズ規準の優位性を述べていることになる．ただし，これは符号

長，あるいは累積対数損失の評価による比較であり，現実的なアルゴリズムの

計算量に対しては別途議論が必要である．現在のところ，ベイズ符号化は他の

方法に比べて計算量が多いといえる．

本章では，同じ事前分布のもとで，両符号の符号長を解析した．両者で異な

る事前分布を仮定した場合には，結果的に有利な事前分布，すなわち最適な確

率モデルに高い事前確率を割り当てていた方が符号長を小さくする場合が存在

することが直感的にも理解できる．次章では，このような場合の符号長の大小

関係について解析する．

MDL原理の他の観点からの性質を議論することは今後の課題である．とく

に，統計的モデル選択，あるいはユニバーサルモデリングの観点からの研究が

重要といえる ��� �	� 	� ��� ���� ����．

��



第 �章

累積対数損失を評価関数とする予測問
題 ���� MDL規準とベイズ規準の差の
解析 �事前分布が異なる場合�

��� 本章の目的

本章では，事前分布が異なる場合の
�段階符号による�MDL規準とベイズ規準

の累積対数損失，すなわちMDL符号とベイズ符号の符号長の差を解析する．

MDL規準とベイズ規準の性質に対しては様々な視点から研究が行われている

が，MDL原理を提唱したRissanen自身によって，同じ事前分布のもとで，ベイズ

規準の累積対数損失がMDL規準のそれを下界することが示された �����．現在で

は，パラメータについて混合をとったベイズ符号の符号長もMDL原理の発展形

である確率的コンプレキシティの一つの形として認識され，現在も多くの研究

が行われている ��� ��	� 	�� ����．本研究では前章において，同じ事前分布のも

とで，同じデータ系列を予測したときのMDL符号とベイズ符号の符号長の差を

直接解析し，概収束の意味でその差が高々定数オーダであることを示した．し

かし，異なる事前分布を仮定した場合に両符号の差はどのようになるか，とい

う点については解析がなされていない．もともとMDL規準は事前分布という概

念を陽に示さずに提案されたものであり，暗黙の内に一様な事前分布を仮定し

ていることが多い．これに対し，ベイズ規準では積極的に事前分布を活用しよ

うとする思想背景がある．

本章では，異なる事前分布を持つ場合に対し，MDL規準とベイズ規準の累積

対数損失
符号長�の差異を解析し，両規準による累積対数損失
符号長�の漸近的

な大小関係を明らかにする．その結果，モデル族が離散の場合には，漸近的に

は真のモデルに高い事前分布を仮定した方が優れ，パラメトリックの場合には，

異なる事前分布を持つ場合でもその差がある値以内であれば，ベイズ規準の累

��
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積対数損失の方が小さくなることを明らかにする．

��� MDL規準とベイズ規準

まず，事前分布が異なる場合も含め，MDL規準とベイズ規準を再定義する．

前にも述べたが，対数損失を考えた予測は情報源符号化という解釈が可能であ

り，そのためMDL規準やベイズ規準で予測したときの累積対数損失は，そのま

まそれぞれの符号長と言い換えることができるが，これは符号化の問題だけに

適用が限定されるということではない．

以下では，第�章と同様に，MDL原理がそもそも符号長という評価基準のも

とに導出されたことを受けて，情報源符号化の分野からの展開を行う．

��離散的な場合� P 
xnj��をxnを符号化するための符号化確率，C
��を確率モデ

ル � を記述するのに必要な符号長とすれば，MDL符号の符号長 L�
MDL
x

n�は，

L�
MDL
x

n� � min
���

f� log P 
xnj�� � C
��g � 
����

となる．�は有限集合�の要素で，
P

��� e�C��� � � を仮定する ����． この場合，

確率モデル � の符号長 C
�� の定義は � の事前確率を PM 
�� � e�C��� と仮定す

ることと等価である ���� ����．このとき，

L�
MDL
x

n� � min
���

f� log P 
xnj��� log PM 
��g � 
����

である．これはMDL原理に基づいた予測の xn に対する累積対数損失を与えて

おり，確率モデルの推定や予測のために L�
MDL
x

n�を規準として用いることがで

きる．一方，ベイズ符号の符号長 L�
Bayes
x

n�は，

L�
Bayes
x

n� � � logX
���

P 
xnj��PB
��� 
����

で表される．ここで，PB
�� はベイズ符号における離散的なモデル � の事前確

率である．

�� パラメトリックなモデルの場合� 次に確率モデルが 
連続の� k 次元未知パラ

メータで特定されるパラメトリックなクラス fP 
�j�k�j�k � �kg を考える．MDL
規準を与える�段階符号の符号長は，

L
��k

MDL
x
n� � min

��k���k

n
� log P 
xnj��k�� log fM 
��k�

k��Y
j��

	n�j
��
k�
o
� 
����

��
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で与えられる．fM
�k�はMDL符号におけるパラメータの事前密度である．ここ

で，量子化幅は大きすぎても小さすぎても符号長が伸びてしまい，最適な量子

化幅が議論できることが知られている．その漸近的に最適な量子化セルはFisher

情報行列の主軸方向を向き，

k��Y
j��

	�n�j
��
k� �

�
p
n
k
q
detJ
��k�

� 
����

を満たすような量子化幅 	�j 
��
k�� j � �� �� � � � � k � � で与えられる ��� ��	� ���．

Fisher情報行列 J
�k�は

J
�k� � lim
n��

�

n
E�

�
��

� log P 
Xnj�k�
��k
��k�T

�
� 
���

で与えられる．ただし，E� は P 
�j�k� による期待値を表す．
一方，ベイズ符号の符号長は

L�k

Bayes
x
n� � � log

Z
�k��k

P 
xnj�k�fB
�k�d�k� 
��	�

となる．fB
�k� はベイズ符号におけるパラメータの事前密度である．
���	�式

は，事前分布 fB
�k� に対してベイズ最適な符号
ベイズ符号�を与えている．

�� 階層モデル族の場合� 階層モデル族 fP 
�jm� �km�j�km � �km �m � Mg を考え
る．第�章で述べたように，階層モデル族に対しては�種類の MDL規準が定義で

きる．

まず，��km
n をモデル mのパラメータの代表点 ��km の集合，J
�kmjm�をモデル

m のFisher情報行列とする．

J
�km jm� � lim
n��

�

n
E�

�
��

� log P 
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
����

ただし，E� は P 
Xnjm� �km�による期待値を表す．

MDL原理においては，xn を符号化する際に m と ��km � ��km
n を同時に符号化

することを考える．ただし，符号長のロスが生じないように

X
��k���k

n

fM 
��
km jm� �

p
n
km
q
detJ
��kmjm�

� � 
����

を満たすように代表点を選んでいるものとする．ここで，fM
�km jm� はMDL符

号における mを与えたもとでのパラメータの事前密度である．

パラメータを量子化するタイプの MDL符号
Type ��の符号長 Lm���km

MDL 
x
n� は

Lm���km

MDL 
x
n� �

�
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min
m�M���km���km

n

�
� log P 
xnjm� ��km�� log fM 
��km jm� �

p
n
km
q
detJ
��kmjm�

� logPM 
m�
�
�


�����

で与えられる．ただし，PM 
m�はMDL符号におけるモデルの事前確率である．

もう一つのタイプの MDL符号
Type ��は，パラメータについては量子化をせ

ずに混合をとり，

� log PM 
xnjm� � � log
Z
�km��km

P 
xnjm� �km�fM
�
km jm�d�km � 
�����

の符号長で xn を符号化する方法である．このとき，mのみを一緒に符号化すれ

ば一意復号可能な符号が構成できる．

パラメータについては混合を用い，モデル m のみを選択するタイプの MDL

符号の符号長 Lm��km

MDL 
x
n�は

Lm��km

MDL 
x
n� � min

m
f� log PM 
xnjm�� log PM 
m�g � 
�����

で与えられる．

最後に，階層モデル族に対するベイズ符号の符号長 Lm��km

Bayes 
x
n�は，

Lm��km

Bayes 
x
n� � � log X

m�M

Z
�km��km

P 
xnjm� �km�fB
�
km jm�PB
m�d�km � 
�����

で与えられる．ただし，PB
m� と fB
�km jm� はそれぞれ，ベイズ符号における
モデルの事前確率，パラメータの事前密度である．

第�章でも述べたが，ベイズ符号は符号化関数として候補となる全ての確率モ

デルの混合をとる点が特徴である．事前分布が同じ場合，ベイズ符号の符号長

がMDL符号の符号長を下界することが Rissanen によっても示されている �����．

また，前章においては事前分布が同じ場合の両符号長の差を漸近解析した．以

下では，異なる事前分布を持つ場合を含めて符号長の差を考察する．

��� 離散モデル族に対する解析

離散的に表現されるモデル族に対するベイズ符号とMDL符号の符号長はそれ

ぞれ 
����式�
����式で与えられる．

ここで，離散有限モデル族 �について，以下の条件を仮定する．

条件 �� 　

�	
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�� jD�j � �．


�� �� � � に対して PM 
�� � �，PB
�� � �．


�� �� � � に対して
� �

n
log P 
xnj��� H�
��� a�s� 
�����

が成り立つ． �

次に，jD�j � � の場合の解析に必要な条件を示しておく．

条件 �� ���� �� � D� に対し，p
�j���� �� p
�j���� であれば，

log
P 
xnj����
P 
xnj����

� ��� a�s� 
�����

または

log
P 
xnj����
P 
xnj����

� ��� a�s� 
����

が成り立つ． �

注意 �� 第�章で仮定した条件���と条件���で異なるのは，
��で PM 
��，PB
��

が正であれば異なっても構わない点である．第�章でみたように条件����
��のも

とで，��� � D�� �� � D� に対して，n�� のとき� P 
x
nj��

P 
xnj���

� �� a�s� 
���	�

が成り立つ．
���	�式はすなわち，�
 � � に対し
�X
n��

P �n P 
xnj��
P 
xnj��� � 


o
��� 
�����

が成り立っていることを意味する
Borel�Cantelliの補題 �����．条件���は条件���よ

りも緩い条件であるので，第�章で示したモデル族の例は条件���を満たすこと

がわかる． �

次に，まず解析の基本となる定理を示す．

定理 �� 
����式に対して，以下の関係が成り立つ．

L�
MDL
x

n� � � logX
���

P 
xnj��PM 
��� log PM 
��jxn�� 
�����

ただし，�� は事前分布PM 
��のもとでの事後確率 PM 
�jxn� を最大化する確率モ
デルである．

�証明� 定理���より明らか． �

��
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一方，ベイズ符号の符号長に関しては次の補題が成り立つ．

補題 �� 条件���のもとで，ベイズ符号の符号長は

L�
Bayes
x

n� � � log X
���D�

P 
xnj���PB
���� o�
��� a�s� 
�����

で与えられる．ここで，o�
�� は正で n�� のとき o�
��� ��� a�s�となる項で

ある．

�証明� 補題���より明らか． �

次に，事前分布が異なる場合について，両規準による予測の符号長の差を解

析するためにまず，� log PM 
��jxn�が実際にどの程度のオーダになるかを考えて
みる．まず jD�j � � の場合を考えよう．

補題 �� 条件���と jD�j � � のもとで，任意の事前分布 PM 
�� に対して，

� log PM 
��jxn� � o�
��� a�s� 
�����

が成り立つ．ただし，o�
�� は正でかつ limn�� o�
�� � �� a�s�となる項である．

�証明�

PM 
�jxn� � P 
xnj��PM 
��� 
�����

と 
���	�式より，n�� のとき，�� �� �� に対して PM 
�jx
n�

PM 
��jxn�

� �� a�s� 
�����

が成り立つ．従って，n�� のとき，

PM 
�
�jxn�� �� a�s� 
�����

も成り立ち，これより

� log PM 
��jxn� � o�
��� a�s� 
�����

を得る． �

一方，ベイズ符号の符号長に関しては以下が成り立つ．

補題 �� 条件���と jD�j � � のもとで，任意の事前分布 PB
�� に対して，次式が

成り立つ．

� logX
���

P 
xnj��PB
�� � � log P 
xnj���� log PB
���� o�
��� a�s� 
����

�証明� 補題���より明らか． �

��
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以上により，異なる事前分布を持つ場合のMDL符号とベイズ符号の符号長に

関して，次の補題が成り立つ．

補題 �� 条件���と jD�j � � のもとで，
����式と
����式に対して以下の式が成り
立つ．

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� log PM 
�
��

PB
���
� o
��� a�s� 
���	�

o
�� は limn�� o
�� � �� a�s�となる項である．

�証明� 定理���より，

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� logX
���

P 
xnj��PM 
��

　� log
X
���

P 
xnj��PB
�� � log PM 
��jxn�� a�s� 
�����

が得られるから，補題���と補題���を適用して 
���	�式を得る． 　　　 �

この補題���と定理���より，漸近的なMDL符号とベイズ符号の符号長の差に

ついて，次の定理が成り立つ．

定理 �� 条件���と jD�j � �のもとで，n��のとき，以下の不等式が成り立つ．
PM 
��� � PB
��� のとき，

　　　L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�

PM 
��� � PB
��� のとき，

　　　L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�

PM 
�
�� � PB
�

�� のとき，両者は漸近的に等価である． �

最後の条件式 PM 
��� � PB
��� を，�� � � に対して PM 
�� � PB
�� と置き換

えれば，任意の xn 
n � �� �� � � ��に対して L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n� となる �����．も

し，�� � �に対して P 
xnj�� � �かつ P 
�� � �であれば，L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�

となることも容易にわかる．

この定理より，両規準化では，真のモデル �� に高い事前分布を仮定した方の

規準が漸近的に符号長が小さくなる．これは，有利な事前分布を仮定した方が

優れるという直感と一致する結果といえる．ただし，その符号長の差は O
��で

あるので，各々の符号長自体が O
n� であることから，事前分布が異なる場合で

も，�記号当たりの平均対数損失は O
��n� で一致することが分かる．

��
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一方，最適モデルが唯一でない，すなわち jD�j � � の場合を考える．この場

合，第�章の議論と同様に ����� ���� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j����の場合と �����
���� � D�に対して P 
�j���� �� P 
�j���� の場合で結果が異なる．

補題 �	 jD�j � �� かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j���� であるとする．
このとき 条件���のもとで，任意の事前分布 PM 
�� に対して，n�� のとき

� log PM 
��jxn� � CM � o
��� a�s� 
�����

が成り立つ．ただし，正定数 CM は

CM � � log max���D� PM 
�
��P

���D�
PM 
���

� 
�����

で与えられ，o
�� は limn�� o
�� � �� a�s�となる項である．

�証明� ベイズ規則から導かれる

� log PM 
�jxn� � � log P 
xnj��� log PM 
�� � log PM 
xn�� 
�����

と補題���より，

� log P 
�jxn� � � log P 
xnj��PM 
��P
���D�

P 
xnj���PM 
��� � o�
��� a�s� 
�����

が成り立つ．
���	�式と j�j の有界性より，�� � D� に対しては � log PM 
�jxn�
��� a�s� となる．一方，��� � D� に対しては n�� のとき

� log P 
��jxn� � � log P 
���P
���D�

P 
���
� o
��� 　a�s� 
�����

となる．これは ����� ��� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j����であることから明らかで
ある． �

定理 �� jD�j � �� かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j���� であるとする．
このとき，条件���のもとで 
����式と 
����式の関係は次式で与えられる．

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� log PM 
����P
���D�

PB
���
� o
��� 　a�s� 
�����

ただし ��� は

��� � arg�� max
���D�

PM
�
�� 
�����

��
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で与えられる．

�証明� 定理���と補題���より，

L�
MDL
x

n� � � logX
���

P 
xnj��PM 
�� � CM � o
��� a�s� 
����

一方，補題���より，

� logX
���

P 
xnj��PB
�� � � log
X

���D�

P 
xnj���PB
���� o�
��� a�s� 
���	�

� logX
���

P 
xnj��PM 
�� � � log
X

���D�

P 
xnj���PM 
���� o�
��� a�s� 
�����

が成り立つ．したがって，����� ���� � D�に対して P 
�j���� � P 
�j���� であること
から，

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� log
P

��� P 
xnj��PM 
��P
��� P 
xnj���PB
���

� CM � o
��� a�s�

� L�
Bayes
x

n�� log
P

���D�
PM 
���P

���D�
PB
���

� CM � o
��� a�s�

� L�
Bayes
x

n�� log PM 
����P
���D�

PB
���
� o
��� a�s� 
�����

が得られる． �

上の定理より，MDL符号とベイズ符号の大小関係について以下の定理が成り

立つ．

定理 �� jD�j � �� かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� � P 
�j���� であるとする．
このとき条件���のもとで，n�� のとき，以下の不等式が成り立つ．

PM 
���� �
P

���D�
PB
��� のとき，

　　　L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�

PM 
���� �
P

���D�
PB
��� のとき，

　　　L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�

PM 
���� �
P

���D�
PB
��� のとき，両者は漸近的に等価である． �

したがって，jD�j � � のときには，PM 
���� � PB
���� であっても，それが

PM 
���� �
P

���D�
PB
��� の範囲であれば，漸近的にベイズ符号の符号長の方が

��
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MDL符号のそれよりも小さくなることがわかる．����� ���� � D� に対して P 
�j����
� P 
�j����という状況は特殊なケースであるが，この場合のベイズ符号の有効性
が示されたといえる．

一方，����� ���� � D�に対して P 
�j���� �� P 
�j���� の場合は次の補題が導かれる．

補題 �� jD�j � �� かつ ����� ���� � D�に対して P 
�j���� �� P 
�j���� であるとする．
このとき 条件���のもとで，任意の事前分布 PM 
�� に対して，n�� のとき

� log PM 
��jxn� � o
��� a�s� 
�����

となる．

�証明� 
�����式より明らか． �

したがって，この場合のMDL符号とベイズ符号の符号長の差について以下の

定理が導かれる．

定理 �	 jD�j � �� かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� �� P 
�j���� であるとする．
このとき，条件���のもとで 
����式と 
����式の関係は次式で与えられる．

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� log PM 

$��

PB
 $��
� o
��� 　a�s� 
�����

ただし， $� � D� は x� を固定したときの �� の収束先で �� � $�jX��x� で与えられ

る．

�証明� 条件���より，����� ���� � D� に対し，

P 
xnj����
P 
xnj����

� �� a�s� 
�����

あるいは
P 
xnj����
P 
xnj����

� ��� a�s� 
�����

となる．したがって，n�� のときほとんど確実に，D� 内のうちの�つのモデ

ルの事後確率が�に収束する．事後確率が�となるモデル $� はx� に依存するが，

これを用いると

L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� log
P

��� P 
xnj��PM 
��P
��� P 
xnj���PB
���

� log P 
��jxn�

� L�
Bayes
x

n�� log
P

���D�
P 
xnj���PM 
���P

���D�
P 
xnj���PB
��� � o�
��� a�s�

� L�
Bayes
x

n�� log PM 

$��

PB
 $��
� o�
��� a�s� 
�����

が得られる． �

��
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よって，以下の定理が得られる．

定理 �� jD�j � �� かつ ����� ���� � D� に対して P 
�j���� �� P 
�j���� であるとする．
このとき条件���のもとで，n�� のとき，以下の不等式が成り立つ．

PM 
 $�� � PB
 $�� のとき，

　　　L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�

PM 
 $�� � PB
 $�� のとき，

　　　L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�

PM 
 $�� � PB
 $�� のとき，両者は漸近的に等価である． �

定理 ��の条件に現れる PM 
 $�� と PB
 $�� も確率変数であり，情報源から発生

する x� に依存して変化することに注意が必要である．すなわち，この場合は

D� 内で x� に依存して事後確率が �になったモデルのみが漸近的に符号長の大

小関係を決定するといえる．もし，��� � D� に対して PM 
��� � PB
��� であれ

ば，n�� のとき L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�であり，逆に ��� � D� に対して

PM 
��� � PB
���であれば，n�� のとき L�
MDL
x

n� � L�
Bayes
x

n�� a�s�であるこ

とは定理��から明らかである．

同じ事前分布の場合には，データ数 nが有限の場合でもベイズ符号の方が符

号長を小さくできることが示せたが，このように事前分布が異なる場合には，

漸近的な符号長の大小関係しか示すことができない．これは，事前分布が異な

る場合には，ある有限長の xn に対してはこの大小関係が逆転する可能性がある

からである．

��� パラメトリックモデル族に対する解析

パラメトリックモデル族に対するMDL符号とベイズ符号は 
����式，
��	�式

で定義される．まず，解析に本質的となる情報行列 J�
�k� を以下のように定義

する．

J�
�k� � lim
n��

�

n
E�

�
��

� log P 
Xnj�k�
��k
��k�T

�
� 
�����

ここで，E�は真の分布 P �
��による期待値を表す．定義より，P �
�� � fP 
�j�k�j�k �
�kg であれば，J�
�k�� � J
�k��が成り立つが，これは真の分布がクラスに含ま

��
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れない一般的状況では成り立たない．しかし，符号化などで扱う離散確率変数

のモデル族のほとんどは，J�
�k�� � J
�k�� を満たす．また，H�
�k�を

H�
�k� � lim
n��

�

n
E�h� log P 
Xnj�k�

i
� 
����

と定義する．真の分布から測ったKL�情報量の意味で最適パラメータ �k� は

�k� � arg�k minH
�
�k�� 
���	�

で与えられる．また，PM 
xn�� PB
xn�を以下のように定義しておく．

PM
x
n� �

X
m�M

P 
xnjm�PM
m�� 
�����

PB
x
n� �

X
m�M

P 
xnjm�PB
m�� 
�����

����� モデル族の条件

本研究で扱うパラメトリックモデルクラスに対して以下を仮定する．

準備として，パラメータ空間に球 B�
�k�� � f�k � �kjk�k � �k�k � �gを定義し
ておく．

条件 �� 　


�� 
�k� の一意性� 関数 �H�
�k� は �k 上で単峰形関数とする．すなわち，�k�

は �k の内部に唯一存在するものとする．


�� 
モデル族の smoothness� Fisher情報行列 J
�k� は ��k � �k に対して � �

C� � detJ
�k� ��を満たす．ただし，C� はある定数である．また，J�
�k��

� J
�k�� とする．さらに，detJ
�k� と detJ�
�k� は，��k � �k に対し，������ detJ
�
k�

��k

����� ��� 
�����

������ detJ
�
�k�

��k

����� ��� 
�����

を満たす．


�� 
事前密度の smoothness� ��k � �k に対し，fM 
�k� � �� fB
�
k� � �とし，

fM
�k�� fB
�k�は �k に対し�階微分可能とする．さらに，��k � �k に対して，

� � C� � fM 
�k�

fB
�k�
� C� ��� 
�����

であるとする．ただし，C�� C� は正定数である．

��
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�� 
推定量の一意性� 尤度関数 P 
xnj�k� は，�xn � X n に対して単峰形，ある

いは単調であるとする．また，事後密度関数 f
�kjxn� は �xn � X n に対し，

�k 内で最大値を唯一もつものとする．すなわち，最尤推定量 ��k と事後確

率最大推定量 ��k は �k 内で唯一に存在する．


�� 
事後確率最大推定量の一致性� 事後確率最大推定量 ��k は強一致推定量で

ある，すなわち，n�� のとき�����k � �k�
���� �� a�s� 
�����

とする．


� 
情報行列の一致性� ��k � B�
�k�� に対して一様に

��
n
log P 
xnj�k�� H�
�k�� a�s� 
�����

��
n

�� log P 
xnj�k�
��k
��k�T

� J�
�k�� a�s� 
�����

となる � � � が存在する． �

注意 �� 第�章で示したように，条件���を満たす分布族としては，例えば事前

分布にディレクレ分布を仮定した多項分布族，有限マルコフ情報源，FSMX情報

源 � などがある．これはディレクレ分布の共役性から ����pp�������� の議論から

も明らかである ����． �

����� 事後密度の漸近正規性

第�章で示したように，条件���のもとでパラメータの事後密度は漸近正規性

を満たす．

補題 �� 条件���のもとで，パラメータに対する事後分布は漸近的に正規分布に

概収束する．すなわち，�k �
p
n
�k � ��k� の事後分布は，平均ゼロベクトル，共

分散 fJ�
��k�g��の正規分布に収束する．すなわち，R	 を任意の直方体とすると，

事後密度 f
�kjxn� は
P 
�k � R	jxn� �

Z
	k�R�

f	
�
kjxn�d�k

�
q
detJ�
��k�

��k��

Z
	k�R�

e
� �
�k	kk�J����k�d�k� a�s� 
����

�ただし，シンボルの正規確率を表すパラメータの真値が � や � の端点となる場合を除く．
このような Fisher 情報行列が無限大となる点では特別な解析が必要となる．

�
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を満たす．ここで f	
�
kjxn� は �k の事後密度であり，

f	
�
kjxn� � �p

n
k
f
�kjxn�� 
���	�

で与えられる．さらに，!k を j!kj � � を満たす任意の直方体として，�k � !k

に対して一様に

f	
�
kjxn��

q
detJ�
��k�

��k��

e
� �
�k	kk�J����k� � a�s� 
�����

が成り立つ． �

����� パラメトリックモデル族に対する結果

パラメータを量子化した後を考えれば，これらの仮定のもとで以下の補題が

成り立つ．

定理 �� ��k �
p
n
��k � ��k� と �"kn � f��kj��k � ��k

ng 定義する．このとき条件���のも
とで� 
����式は次式で与えられる．

L
��k

MDL
x
n� � L�k

Bayes
x
n�� max

�	k���kn

�
log

f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�
� log

fM
��
k �

�	kp
n
�

fB
��k �
�	kp
n
�

�
� 
�����

ただし，f	�B
�kjxn� は fB
�� を �k 上の事前分布としたときの，�k �
p
n
�k � ��k�

で形成される空間上の事後確率密度であり，fB
�kjxn� を �k の事後確率密度

fB
�
kjxn� � P 
xnj�k�PB
�k�

fB
xn�
� 
����

として

f	�B
�
kjxn� � �p

n
k fB
�

kjxn�� 
����

で与えられる �．

�証明� MDL規準とベイズ符号の定義より，

L
��k

MDL
x
n� � L�k

Bayes
x
n�� max

��k���k
n

�
log

P 
xnj��k�fB
��k�
PB
xn�

� log
fM
��k�

fB
��k�
�

�
p
n
k
q
detJ
��k�

�
�


����

であることから明らか． �

��k 
p
n��k � ��k� という関係より明らか．

�	
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この定理より，
�����式の右辺第�項によって，MDL符号とベイズ符号による

符号長の大小関係が決まることが分かる．以下では，この右辺第�項を漸近的に

評価することにより，漸近的な両規準による予測の符号長の差を解析する．

補題 �� r � � に対して� A
r� と �A
r� を以下のように定義する．

A
r� �
�
��k

�����k���

J�
��k�
� r� ��k �

�p
n
��k � �k

�
� 
����

�A
r� �
�
��k

�����k���

J�
��k�
� r� ��k �

�p
n
��k � �k

�
� 
����

このとき，

��k � arg max
�	k���kn

�
log

f	�B
��
kjxn�r

detJ
��k �
�	kp
n
�
� log

fM 
��k �
�	kp
n
�

fB
��k �
�	kp
n
�

�
� 
����

とすれば，条件���のもとで，n�� のとき

��k � �A
r�  �"kn� a�s� 
���

を満たすような r � � が存在する．

�証明� ��	��節参照． �

この定理は，
�����式の右辺第�項の最大化は， �A
r� 内の ��k のみを考えれば

よいことを示している．この補題を用いると，次の結果が導かれる．

補題 �� 条件���のもとで，�
 � � に対して，n�� のとき
k

�
log � � log fM 
�

k��

fB
�k
��
� 
 � L

��k

MDL
x
n�� L�k

Bayes
x
n�

� k

�
log � �

�

�
� log fM
�

k��
fB
�k��

� 
� a�s� 
��	�

が成り立つ．

�証明� ��	��節参照． �

ここで，� log fM��k��
fB��k��

� � は，真のパラメータに対して，MDL符号の方が高い

事前分布を仮定していることを意味するが，漸近的には � log fM ��k��
fB��k��

が k
� log �

をキャンセルする程小さくなければ，ベイズ符号の符号長がMDL符号のそれよ

りも小さくなることがわかる．よって補題�と補題より，MDL符号とベイズ符

号による予測の符号長の差に関して，次の定理を得る．

��
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定理 �� 条件���のもとで，もし fB
�
k�� � fM
�

k�� であっても，

log
fM 
�k��
fB
�k��

�
k

�
log �� 
����

の範囲内であれば，n�� のとき

L�k

Bayes
x
n� � L

��k

MDL
x
n�� a�s� 
����

となる． �

この定理から，真のパラメータに高い事前確率密度を仮定することが符号長


累積対数損失�に対して有利であるが，たとえこの意味でベイズ符号に不利な

事前分布が仮定された場合でも，ある範囲内であればやはりベイズ符号の符号

長が小さくなるというベイズ符号，すなわちベイズ符号化の優れた特性が理解

できる．

��� 階層モデル族に対する解析

最後に階層モデル族に対して，
�����式，
�����式，
�����式の漸近的関係を

示す．

����� モデル族の条件

条件 �� 　


�� 
�k
�

m の一意存在性� �m � M に対し，�H�
m� �km� は �km 上で単峰形であ

り，�km の内部に最大値をもつ．すなわち m の最適パラメータ �k
�

m が �km

の内部に唯一存在する．


�� 
クラスのSmoothness� �m � Mに対し，Fisher情報行列 J
�kmjm� は ��km �
�km に対して � � C� � detJ
�kmjm� �� を満たす．ただし C� はある正定

数である．また，J�
�k
�

m jm� � J
�k
�

mjm� とする．さらに，��km � �km に対

し， detJ
�kmjm� と detJ�
�km jm�は������ detJ
�
km jm�

��km

����� ��� 
��	��

������ detJ
�
�km jm�

��km

����� ��� 
��	��

を満たす．

��
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�� 
事前分布のSmoothness� �m � M と ��km � �km に対して fM
�
km jm� � ��

fB
�km jm� � �，かつ fM 
�km jm�� fB
�km jm� は �km に対して �階微分可能と

する．さらに，�m � M，��k � �k に対して，

� � C� � fM
�km jm�
fB
�km jm� � C� ��� 
��	��

であるとする．ただし，C�� C� はある正定数である．


�� 
推定量の存在性� 尤度関数 P 
xnjm� �km� は �xn � X n に対して単峰形，あ

るいは単調な関数とする．事後確率密度 fM 
�km jxn�m�� fB
�km jxn�m� は
�xn � X n に対して，�km 内で唯一の最大値をもつ．すなわち，�xn � X n

と �m � M に対して，最尤推定量 ��km， fM
�km jxn�m� に対する事後確率
最大推定量 ��kmM ，fB
�km jxn�m� に対する事後確率最大推定量 ��kmB がそれぞ

れ唯一存在する．


�� 
重複対数の法則� � � �m � M に対し，

��km � �k
�

m �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
��	��


� 
重複対数の法則� � � �m � M に対し，

��
n
log p
xnjm� �km� � H�
m� �km� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
��	��

��
n

�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T
� J�
�km jm� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
��	��

が �km � B�
�k
�

m jm� に対して一様に成り立つような定数 � � � が存在する．

　　 �

����� 階層モデル族に対する結果

まず，
�����式と
�����式の関係について次の補題が得られる．

補題 ��
 条件���のもとで

Lm��km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n�� log fM 
�

k�
m� jm��PM 
m��

fB
�
k�
m� jm��PB
m��

� o
��� a�s� 
��	�

が成り立つ．

�証明� ��	��節参照． �

���
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この補題より，明らかに以下の定理が成り立つ．

定理 �� 条件���のもとで n�� のとき，
�����式と 
�����式の関係について以
下の不等式が成り立つ．

fM 
�
k�
m� jm��PM 
m�� � fB
�

k�
m� jm��PB
m�� のとき，

Lm��km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n�� a�s�

fM 
�
k�
m� jm��PM 
m�� � fB
�

k�
m� jm��PB
m�� のとき

Lm��km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n�� a�s�

　 �

これは，パラメータに対しては混合をとる MDL符号とベイズ符号を比較し

た場合，最適モデルと最適パラメータに高い事前確率を仮定していた方が優れ

るということを示している．

定理 ��
 条件 ���のもとで，もし fB
�
k�
m� jm��PB
m�� � fM
�

k�
m� jm��PM 
m�� で

あっても，
fB
�

k�
m� jm��PB
m��

fM 
�
k�
m� jm��PM 
m��

�
km�

�
log �� 
��		�

であれば，n�� のとき

Lm���km

MDL 
x
n� � Lm��km

Bayes 
x
n�� a�s� 
��	��

が成り立つ． �

��� 考察

jD�j � � の場合の離散モデル族に対する符号長は，両符号のうち最適モデル

に高い事前確率を仮定した方の符号長が短くなったが，これは同じ事前分布を

仮定した場合にはモデルを一つ選択する方法と全てのモデルの混合を用いる方

法による符号長の差が漸近的に�に収束することに起因する．すなわち，同じ事

前分布のときにMDL符号とベイズ符号は漸近的等価になるので，事前分布が異

なる場合には真のモデルに高い事前確率を仮定した方がより符号長を小さくで

きるわけである．一方，パラメトリックなモデル族の場合には，真のモデルに

MDL符号よりも小さい事前密度を仮定したとしても，ある範囲内であれば漸近

���
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的にベイズ符号が優れることがわかる．これは，パラメータの事後分布の主軸

方向の標準偏差と量子化幅が漸近的に等しいので，最適パラメータを含むセル

の事後確率は常に�以下の定数で抑えられ，�に収束しないことに起因する．こ

の結果は，連続のパラメータを離散化する操作が必ずしも有効ではないことを

示している．これは階層モデル族に対しても同様である．

��� 補題と定理の証明

��
�� 補題 ��
の証明

まず，��k � A
r�  �"kn の場合について考える．このとき
�����k���

J���k�
� r である．

補題��	より，�k の事後密度 f	�B
�kjxn�は R	
�� � fjR	
��j � �Rgに対して一様に

����式を満たす．また条件����
���
��より尤度関数は n��でほとんど確実に
単峰形であり，さらに条件����
��より事前密度の導関数は有界であることから，

Rを十分大きくとれば，���k � A
r�  �"kn と �
� � �，�r � �に対して，n�� の
とき，

f	�B
��
kjxn� �

q
detJ�
��k�

��k��

e�
r�

� � 
�� a�s� 
��	��

が成り立つ．さらに，条件���� 
��� 
�� より，��k � �k に対して，

� �
q
C� �

q
detJ
�k� ��� 
�����

� � C� � fM 
�k�

fB
�k�
� C� ��� 
�����

であることから，���k � A
r�  �"kn と �
� � �，�r � �に対して，n�� のとき

f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�

fM
��k �
�	kp
n
�

fB
��k �
�	kp
n
�
� C�

C�
��k��

�q
detJ�
��k�e�

r�

� � 
�
��
k��
�
� a�s�


�����

が成り立つ．条件���� 
��より ��k � �k�� a�s�であり，r � � と 
� � � も任意だっ

たので，この右辺は任意に小さくできることがわかる．

次に，��k � �A
r�  �"kn の場合を考える．
q
detJ
�k�の �k に関する微係数が存在

するので，���k � �A
r�  �"kn に対して一様に，
vuutdetJ	��k � ��kp

n



�
q
detJ
��k�

 �
Kr
��k�p

n
� 
�����

���
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を満たす Kr
��k�が存在する．一般に，Kr
��k� � � は ��k に依存する．

もし n �� のとき
q
detJ
��k�� � であるとすると，一般に Kr
��k� �� と

なってしまう．しかし条件���� 
��より，�k� � �k と �
� � � に対して，n�� の
とき �����k � �k�

���
J��k��

� 
�� a�s� 
�����

が成り立つ．従って，�
� � � に対して n�� のとき，
Kr
��

k� � Kr
�
k�� � 
�� a�s� 
�����

が成り立つ．ここで，Kr
�k��は確率変数である ��k には依存せず，真のパラメー

タ �k� に依存する��

従って
�����式とから，�
� � �に対して n�� のとき，
C�f	�B
��

kjxn�q
detJ
��k� � Kr��k���
�p

n

� f	�B
��
kjxn�r

detJ
	
��k �

�	kp
n


 fM
	
��k �

�	kp
n



fB
	
��k �

�	kp
n


 � a�s� 
����

が成り立ち，このとき同様に，

C�max�	k� �A�r����kn f	�B

��kjxn�q

detJ
��k� � Kr��k���
�p
n

� max
�	k� �A�r����kn

f	�B
��kjxn�r
detJ

	
��k �

�	kp
n


 fM
	
��k �

�	kp
n



fB
	
��k �

�	kp
n


 � a�s� 
���	�

が成り立つ．

ここで補題��	より，��k � �A
r�  �"kn に対して一様に，�
� � �に対して n��
のとき， f	�B
��kjxn��

q
detJ�
��k�

��k��

e�
k	�kk�

J����k�
�

 � 
�� a�s� 
�����

が成り立つ．ここで，条件 ���� 
��� 
��より，J�
��k� � J
�k��� a�s� かつ J
��k� �
J
�k��� a�s�である．一方，�k 空間上でのMDLの量子化幅 	�	j


��k�� j � �� �� � � � � k��
は，Fisher情報行列の主軸方向を向き，かつ

k��Y
j��

	�	j

��k� �

�r
detJ

	
��k �

�	kp
n


 
�����

を満たすこと，および 
�����式，
�����式とから，�
 � � に対して，n � � の
とき，q

detJ
��k�


��k��
e�

�
� � 
 � max

�	k� �A�r����kn
f	�B
��

kjxn� �
q
detJ
��k�


��k��
� 
� a�s� 
�����

�もちろん，もし � � C� �
p
det J��k� � C�� � �
 が ��k � �k に対して仮定できれば，

���k � �k に対して Kr���
k� � Kr となる Kr � � が存在する．

���
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が成り立つ．従って，
���	�式と
�����式より，���k � �A
r�  �"kn と �
�� 
 � � に対

して，n�� のとき，

C�q
detJ
��k� � Kr��k���
�p

n

��
�
q
detJ
��k�


��k��
e�

�
� � 


��
�

� max
�	k� �A�r����kn

f	�B
��kjxn�r
detJ

	
��k �

�	kp
n


 fM
	
��k �

�	kp
n



fB
	
��k �

�	kp
n


 � a�s� 
�����

が成り立つ．


�� 
 � � は任意でかつ，条件���� 
��より n��で ��k � �k�� a�s�であるから，

�

 � � に対して，n�� のとき，

C�e
� �
�


��k��
� 

 � max

�	k� �A�r����kn

f	�B
��kjxn�r
det J

	
��k �

�	kp
n


 fM
	
��k �

�	kp
n



fB
	
��k �

�	kp
n


 � a�s� 
�����

が成り立つ．

rは任意であったこと，
�����式において正数 
� も任意であること，及び 
�����

式の左辺は正定数で下界されることから，十分大きい r を選べば，n � � の
とき，

��k � �A
r�  �"kn� a�s� 
�����

が成り立つ． �

��
�� 補題 ���の証明

補題���より次式が成り立つ．

max
�	k���kn

log
f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�

fM 
��k �
�	kp
n
�

fB
��k �
�	kp
n
�

� max
�	k� �A�r����kn

log
f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�

fM
��k �
�	kp
n
�

fB
��k �
�	kp
n
�
� a�s� 
�����

fM 
�k�，fB
�k� の連続性と r が定数であること，及び ��k � �k�� a�s� より，

�
� � � と ��k � �A
r�に対して，n�� のとき，

fM
��k �

�	kp
n
�

fB
��k �
�	kp
n
�
� fM 
�k��

fB
�k��

 � 
�� a�s�

���
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であり，このとき同時に

� max
�	k���kn

log
f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�
� log fM 
�

k��
fB
�k��

� 
� � L
��k

MDL
x
n�� L�k

Bayes
x
n�

� � max
�	k���kn

log
f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�
� log fM
�

k��
fB
�k��

� 
�� a�s� 
�����

が成り立つ．補題���より n�� のとき

��k � �A
r�  �"kn� a�s� 
����

であることと，��k � �A
r�  �"kn に対しては 
�����式が成り立つことから，�
� � �

に対して n�� のとき，
k

�
log � � 
� � � max

�	k���kn
log

f	�B
��kjxn�r
detJ
��k �

�	kp
n
�

� k

�
log � �

�

�
� 
�� a�s� 
���	�

が成り立つ．

従って，�
	 � � に対して，n�� のとき，
k

�
log � � log fM 
�

k��
fB
�k��

� 
	 � L
��k

MDL
x
n�� L�k

Bayes
x
n�

� k

�
log � �

�

�
� log fM 
�

k��
fB
�k��

� 
	� a�s� 
�����

が成り立ち，補題が得られた． �

��
�� 補題 ���の証明

定理��より，

Lm��km

MDL 
x
n� � � log X

m�M
PM 
x

njm�PM 
m�� max
m�M

PM 
mjxn�

� Lm��km

Bayes 
x
n�� log

P
m�M PM 
xnjm�PM
m�P
m�M PB
xnjm�PB
m� � o
��� a�s� 
�����

ここで，ベイズ規則より

� log X
m�M

PM 
x
njm�PM
m� � � log PM 
x

njm��PM 
m��
PM 
m�jxn� � 
������

���
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� log X
m�M

PB
x
njm�PB
m� � � log PB
x

njm��PB
m��
PB
m�jxn� � 
������

である．

ここで，補題���より，�m �� m�� m � Mに対し，

PM 
xnjm�
PM 
xnjm��

� �� a�s� 
������

PB
xnjm�
PB
xnjm��

� �� a�s� 
������

が成り立ち，ベイズ規則と jMj の有界性とから，

PM 
m
�jxn�� �� a�s� 
������

PB
m
�jxn�� �� a�s� 
������

が成り立つ．一方，
����	�式で見たように，�m � Mに対して

log P 
xnjm� � log P 
xnjm� ��km�� km
�
log

n

�
�log

q
detJ�
��km jm�
f
��km jm� �o
��� a�s� 
�����

が成り立っている．��km � �k
�

m� a�s�に注意して，
������式，
������式，
�����式

を 
�����式に代入すれば証明が完結する．

��
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��� 本章のまとめ

本章では，事前分布の異なる場合について，MDL規準とベイズ規準による予

測の累積対数損失の差，すなわちMDL符号とベイズ符号の符号長の差を解析し

た．その結果，最適モデルが唯一の場合の離散モデル族に対しては，漸近的に

真のモデルに高い事前分布を仮定した方が優れるという極めて自然な結果が得

られた．一方，パラメトリックなモデル族の場合には，真のパラメータにMDL

符号より低い事前分布を仮定したとしても，ある範囲内であれば，漸近的にベ

イズ符号が優れることが明らかとなった．

通常，MDL符号を構成する際に，その事前分布が暗に仮定されるので，同じ

事前分布を用いてベイズ符号を適用すれば MDL符号の符号長よりも良い予測

が可能であることは自明である．このため，もし事前分布が既知であるならば，

損失の面からはベイズ符号を用いるべきである．しかし，MDL符号とベイズ符

号の事前分布が異なる場合でもそれがある範囲内であれば，ベイズ符号の符号

長が小さくなる場合が存在するので，この点からもベイズ符号による予測の損

失の面からの有効性が示されたといえる．

ベイズ符号による予測では一般に全てのモデルで混合をとる操作が必要とな

る．あるクラスの情報源と共役な事前分布を仮定すれば，ある程度効率的なア

ルゴリズムを構成することができるが ����，計算量の低減についてはさらに研究

が進められている段階である．本研究の成果が実際に有用となるためには，例

えば情報源符号化の分野では効率的なベイズ符号化アルゴリズムを構成するこ

とが必要であり，これらの現実に利用可能な方法を構成することは今後の課題

である．

��	



第 �章

累積対数損失を評価関数とする予測問
題 ���� ベイズ規準の漸近的評価

��� 本章の目的

ベイズ規準 ���� ��による予測は，ベイズ決定理論に基づくベイズ最適な予測

である ����．予測の良さを測る評価基準としては，古くから広く適用されてい

る対数損失関数がある．累積対数損失を考えた場合には全てのモデルで混合を

とった予測分布がベイズ最適な予測となり，予測分布の対数が累積対数損失を

与える．与えられたデータに対する累積対数損失は，MDL符号の発展形である

確率的コンプレキシティ
stochastic complexity� �����として定義されるなど，現在

の予測の適当な評価基準として多くの研究がなされている．

ベイズ規準の性質に関しては様々な研究がなされているが ���� �� 	�� ��� ����

���� ��	�，中でも重要な成果として，B�S�Clarkeと A�R�Barronによってなされた，

i�i�d�パラメトリックモデル族に対する平均累積対数損失の漸近解析 ���� および

ベイズリスクの漸近式の解析と 漸近的に min�max規準を達成する事前分布の解

析 ���があげられる．この研究の流れは，現在も多くの関連した結果を導いて

いる．

一方，最近文脈木重み付け法 
context tree weighting� CTW法������とその拡張

形 �	�� ���により，現実的な半順序構造の階層モデル族である FSMXモデル族に

対し，効率的に予測分布 
ベイズ符号の符号化確率�を求めるアルゴリズムが与

えられ，ベイズ規準による予測，及びベイズ符号の実現化に向けて，大きな一

歩を踏み出した．この方法はパターン認識問題のカテゴリ予測などにも適用可

能であり，ベイズ規準による予測の現実的な方法を与えている．このベイズ規

準による予測の評価を考えた場合，パターン認識問題などに対する予測問題で

は，i�i�d�モデルを仮定できる場合が多いので，Clarke と Barron の漸近評価が

���
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そのまま適用可能といえる．しかし，情報源符号化問題などを考えた場合，実

用的なFSMXモデル族に対するベイズ符号については次の�点により Clarke と

Barron の漸近解析の結果を適用できない．すなわち，�� FSMXモデル族はマル

コフモデルの一種であり，i�i�d�情報源ではないこと，�� FSMXモデル族は半順序

構造の階層モデル族を構成し，ベイズ符号化アルゴリズムではモデルについて

も混合をとっているので，一つのパラメトリックモデルとしては扱えないこと，

である．

本章では，階層モデル族であるFSMXモデルに対する予測の累積対数損失と

その期待値 
リスク�を考える．このような記憶のある情報源に対して解析を行

うことにより，ベイズ規準による予測の性能評価が広い適用分野に対して可能

となる．すなわち本章では，Clarkeと Barron のリスクの漸近式の結果を，記憶

のある階層モデル族であるFSMXモデルに対し，モデルとパラメータの両方で

混合をとった場合のベイズ最適な予測に対して拡張する．この結果の適用例と

して，FSMX情報源という情報源符号化問題で有用となるモデル族に対するベ

イズ符号の符号長の評価が得られる．すなわち解析の結果，先のベイズ符号化

アルゴリズムで与えられる符号長について一つの評価が与えられることになる．

まず，FSMXモデル族において，ほとんど確実に出現する系列に対するベイ

ズ規準の累積対数損失を解析する．これは考えられる全ての系列を対象として

いるわけではなく，真の情報源から確率�で選られる系列全てに対して成り立

つ性質を議論するという意味である�．さらに，ベイズ規準の平均累積対数損失

の漸近式を与える．本研究の解析の鍵は，パラメータの事後密度が漸近正規性

を満たすことである．Clarkeと Barron も ����において，漸近的符号長の式が漸

近正規性から直感的に導かれることを示唆しているが，その証明においてはそ

の漸近正規性を直接用いず，i�i�d�の性質を利用して漸近式を導いている．しか

し，事後確率密度の漸近正規性は i�i�d�のモデル族だけでなく，マルコフモデル

でも成り立つ性質である ��� ���．本研究では，まず FSMXモデル族においてパ

ラメータの事後密度の漸近正規性が成り立つことを示し，次にこれを直接用い

ることにより，ベイズ規準による予測の累積対数損失を解析する．この結果，

Clarkeと Barron����で導かれた漸近式の階層モデル族への拡張形が与えられる．

�一方，個々の系列全体に対して一様に成り立つ漸近式は，J�Rissanen によって提唱されてい
るユニバーサルモデリング ����	の概念において本質的な役割を演ずる．本論文では，標本空
間内の全ての系列に対して一様に成り立つ漸近式に変わって，真の確率分布から出現する系
列全てに対して成り立つ漸近式を議論している．

���
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��� 準備

本章では，情報源符号化問題で有用となる FSMXモデル族を対象としている

ので，ベイズ規準による予測をベイズ符号化と限定した記述をする．しかし，

この結果は符号化のみに限定されるものではなく，対数損失を考えた予測全般

に適用できることに注意する．対数損失を考えた場合の予測の損失と符号長は

同じものであり，解釈を変えたものに過ぎないことはこれまで述べてきた通り

である．すなわち，本章の結果はそのまま対数損失を考えた予測問題に適用可

能である．

����� FSMXモデル族

前章までと同様に，離散アルファベットを X � f�� �� �� � � � � �g，長さ n の情報

系列を xn � x�x� � � � xn� 
�i� xi � X �，長さ n の系列の集合を X n，無限系列を x�

と記述する．

一つの FSMX情報源モデル mは状態の集合で規定され，文脈木と呼ばれる完

全
����進木 T 
m�で表現される�．以後，一つの FSMXモデル mを単にモデル

mと表す．文脈木の一つの枝はシンボル x � X を表現しており，一つの葉から
根までのパスは FSMXモデルの一つの文脈，または状態を表している． 時点 t

における FSMXモデルの状態は過去の系列 xt�� により決まり，モデル mの xt��

から状態への写像を �m
xt��� とする．s
m� はモデル m の状態を� S
m�はモデ

ル m の状態の集合を表す． S
m�はまた，文脈木 T 
m�の葉を表現している．

モデル m はパラメータ空間を構成する．モデル m のパラメータの次元を

km とし，km次元パラメータを �km，パラメータ空間を �km とする．本研究では

�km � 
�� ��km とする．ただし，
�� ��km は �辺が ��� �� の km次元直方体の内部を

表す．

�kmi�j を状態 sj
m� のもとでのシンボル i の生起確率を表すパラメータ� qsj�m�

を �km から一意に決まる状態 sj
m� の定常確率とする．ただし，i � X かつ
j � �� �� � � � � jS
m�j � � とする．�km � 
�km��� � � � � � �km����jS�m�j���

T は �jS
m�j次元パラ
メータとみなすことができ，すなわち km � �jS
m�jであることがわかる．
FSMXモデル mの確率構造は xt��のもとでの xtの条件付き確率 P 
xtjxt���m� �km�

で与えられる．モデル mとパラメータ �km で規定される，xt��が与えられたも

�FSMX モデルはマルコフモデル �Markov model�の一種であり，その確率構造は状態の集合
と状態遷移確率で決定される．

���
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�
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m

� �

�

s��m��

T �m��

P 
xj��

P 
xj���P 
xj���
s��m��
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図 ���� FSMXモデルの例� T 
m��

とでの次のシンボル xt の生起確率は

P 
xtjxt���m� �km� � P 
xtj�m
xt����m� �km�� 
����

で与えられる．

例として，図 ���に示した，二元の場合 
� � ��の FSMXモデルの例 
m�とす

る�を考える．もし過去の系列が xt�� � � � � �� であれば，これは葉ノード s� か

ら根へのパスを表すので，状態は s� となる．このモデルにおいて，S
m�� は

fs�
m��� s�
m��� s�
m��gで与えられる．x � �����が与えられたものとする．時点
t � �における状態は s�
m�� � �m�
��であり，時点 t � �における状態は s�
m�� �

�m�
���� 時点 t � �における状態は s�
m�� � �m�
����と与えられる．FSMXモデ

ル m� のパラメータ �km� は 
�
km�
��� � �

km�
��� � �

km�
��� �

T � 
P 
�j���� P 
�j���� P 
�j���T で与え
られ，km� � � である．

モデル m の集合を M で表し，Mは有限集合とする．第�章で定義した最適

モデルを m�，最適パラメータ �k
�

m� とする．最適モデル m� は M で唯一存在す

るものとする．�k
�

m� から一意に決定される最適モデル m� の状態集合 S
m�� の

上の定常確率を q�j�m�� と記述する．

�つのFSMXモデル mはパラメトリックモデル族を構成するので，これを Hkm

とかく．すなわち，Hkm � fP 
�jm� �km�j�km � �kmgである．このとき，全モデル
クラス H は fP 
�jm� �km�jm � M� �km � �kmgであり，

H � 	mHkm � 
����

で定義される．ここで，m��m�� � � � � Mかつ km� � km� � � � �に対し，

Hkm� � Hkm� � Hkm� � � � � � 
����

���
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という入れ子構造が半順序関係で成り立つ．

初期の状態は既知であるものとする．与えられたデータ系列 xn に対し，

n
�m�
� � � � �� n�m�

jS�m�j��を各状態 s�
m�� � � �� sjS�m�j��
m�の生起回数，n
�m�
��j � n

�m�
��j � � � � � n�m�

��j

を状態 sj
m� のもとでの各シンボル �� �� � � � � � の生起回数とする．すなわち，
n �

P
j n

�m�
j かつ n

�m�
j �

P
i n

�m�
i�j である．このとき，尤度関数 P 
xnjm� �km� は

P 
xnjm� �km� �
jS�m�j��Y

j��

�Y
i��


�kmi�j �
n
�m�
i�j � 
����

ここで，�km��j � � �
P���

i�� �
km
i�j であり，この尤度関数は唯一の最大値をもつ．

�kmの最尤推定量 ��km の各要素は

��kmi�j �
n
�m�
i�j

n
�m�
j

� 
����

で与えられる．ここで，情報行列 J�
�kmjm�

J�
�km jm� � � lim
n��

�

n
E�

�
�� log P 
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
���

を定義する．ただし，E�は真の分布 P �
��による期待値を表す．このとき，FSMX
モデルの J�
�km jm�は

J�
�km jm� � ��
�P

i�j q
�
sj�m��

k�m
i�j log �

km
i�j

��km
��km�T
� 
��	�

と与えられる．ただし，最適パラメータ �k
�

m は

�k
�

m � arg min
�km��km

lim
n��E�

�
��
n
log P 
Xnjm� �km�

�
� 
����

で定義するが，FSMXモデルにおいては，N �m�
i�j を Xn 内の状態 sj
m� のもとで

の各シンボル �� �� � � � � � の生起回数を表す確率変数，N
�m�
j を状態 j の生起回数

を表す確率変数として，

�
k�m
i�j � lim

n��E�
�
�N �m�

i�j

N
�m�
j

�
� � 
����

で与えられる．

もし P �
�� � P 
�jm�� �k
�

m� � とすれば，J�
�k
�

m� jm�� はフィッシャー情報行列とな

り，detJ�
�k
�

m� jm�� は

detJ�
�k
�

m� jm�� �
jS�m��j��Y

j��


q�sj�m���
� �

�
k�
m�

��j �
k�
m�

��j � � � �k�m���j

� 
�����

���
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m の例

と与えられる．

ここで，m �� m� を満たすモデル mのパラメータ �km を xn から推定した場合

について考える．FSMXモデルにおいては，m �� m� の最適パラメータ �
k�m
i�j は次

のように与えられることが容易にわかる．すなわち，T 
m�と T 
m��の構造を比

較し，もし T 
m�の葉 sj
m�が T 
m�� の葉 sl
m��と対応する，あるいは T 
m�の

中間接点ノードが T 
m�� の葉 sl
m��と対応する場合には，

�
k�m
i�j � �

k�
m�

i�l � 
�����

が成り立つ．一方，T 
m�の葉 sj
m�が T 
m�� の中間接点ノードに対応する場合

には，

�
k�m
i�j �

X
sl�m���S�j�m�m��

�
k�
m�

i�l

q�sl�m��

q�S�j�m�m��

� 
�����

となる．ここで，S
i�m�m�� は T 
m�� の sj
m� に対応するノードの全ての子孫

の葉ノードを表し，q�S�j�m�m�� は

q�S�j�m�m�� �
X

sl�m���S�j�m�m��

q�sl�m��� 
�����

で与えられる．m �� m� に対する �k
�

m の例を図���に示す．上述の関係から，�
k�m
���

�
q�
s��m

��

q�
s��m

��
�q�

s��m
��
�
k�
m�

��� �
q�
s��m

��

q�
s��m

��
�q�

s��m
��
�
k�
m�

��� かつ �
k�m
��� � �

k�m
��� � �

k�
m�

��� である．多項分布族

と同様の性質から，mを固定したとき，�k�m は xn を生成する真のパラメータと

みなして扱うことができる．

FSMX モデルは有限エルゴードマルコフモデルの一つであり，次の性質が知

られている．

���
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補題 	� �重複対数の法則 ����� �m � M に対し，

��km � �k
�

m �O

�	 log log n
n


����
� a�s� 
�����

n
�m�
j

n
� q�sj�m� �O

�	 log log n
n


����
� a�s� 
�����

　 �

����� FSMXモデル族に対するベイズ符号

前節までと同様に，P 
m�と f
�km jm�を事前分布とし，P 
xnjm�と f
�km jxn�m�
を

P 
xnjm� �
Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
����

f
�km jxn�m� � P 
xnjm� �km�f
�km jm�
P 
xnjm� � 
���	�

と記述する．本章で扱うベイズ符号は次で定義される．

定義 	� �FSMXモデル族に対するベイズ符号� ベイズ符号の符号長 Lm��km

Bayes 
x
n�

は

Lm��km

Bayes 
x
n� � � log X

m�M

Z
�km��km

P 
xnjm� �km�f
�km jm�P 
m�d�km

� � log X
m�M

P 
xnjm�P 
m�� 
�����

で与えられる．ここで，和と積分はそれぞれ M と �km に対してとられる． �

��� 主結果

����� 前提条件

本章では，FSMXモデルと事前分布について，次の条件を仮定する．

条件 	� 　


�� �m � M に対し �km � 
�� ��km，かつ �k
�

m� � �km�．


�� �m � M と ��km � �km に対し，f
�km jm� � � かつ P 
m�� � �．

���
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�� �m � M に対し，f
�km jm� は �km 上で�階微分可能とする．

注意 	� 条件���� 
��について考える．パラメータの定義域は，要素が � や � を

とる境界を含まないが，有限長のデータ列 xn に対する最尤推定量 ��km を考え

ると，この境界上の点となる場合が存在する．しかし，�k
�

m� � �km� という条件

のもとで，n�� のとき，��km � �km� a�s�であり，その意味で漸近的状況では

�km � 
�� ��km として議論して差し支えない．

次に条件���� 
��について考える．例えば，共役な事前分布である Dirichlet分

布は，この条件を満たす．これは，ベイズ符号化アルゴリズム����で使われる事

前分布である．

����� 事後確率密度の漸近正規性

本章でも，パラメータの事後確率密度の漸近正規性が本質的な役割を演じる．

しかし，前章までの議論では，事後確率最大推定量 ��km のまわりで展開した漸

近正規性を用いたが，本章では最尤推定量 ��km のまわりで展開した場合の漸近

正規性を同時に導く．これにより最尤推定量の漸近正規性を用いて，平均符号

長の解析が可能となる．

まず，FSMXモデル族が第�章で示した��� ���の条件
c����
c����
c���を満たすこ

とを示し，��km のまわりの漸近正規性を示す．

補題 	� ��� ��� 無限系列 x� を固定する．��km を Ln
�km jm� � log f
�km jxn�m�
を局所的唯一に最大化する点，すなわち

L�n
��
km jm� � 
� 
�����

かつ

 n � �
	
L��n
��

km jm�

��

� 
�����

が正定値であるとする．ここで，L�n
��
kmjm� と L��n
��

km jm� を

L�n
��
kmjm� � �Ln
�kmjm�

��km


�km���km

� 
�����

L��n
��
km jm� � ��Ln
�kmjm�

��km
��km�T


�km���km

� 
�����

と定義する．また，球 B�
��
km� � f�km � �km jk�km � ��kmk � �g を定義する．この

とき，次の�つの条件のもとで漸近正規性が成り立つ．

���
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�c�� �Steepness� limn�� ���n � �� ここで ���n は  n の最大固有値である．

�c�� �Smoothness� 任意の正定数 
 � � に対し，ある N と � � � が存在し，

�n � N と ��km � B�
��km� に対して，L��n
�
km� は

I �A

� � L��n
�
km jm�

n
L��n
��

km jm�
o�� � I �A

�� 
�����

を満たす．ただし，I は km� km 単位行列，A

�はその最大固有値が 
� �

のとき � に収束する km � km 正定値行列とする．

�c�� �Concentration� 任意の � � � に対し，N と c� d � � が存在し，�n � N と

��km �� B�
��km� に対し，

Ln
�
km jm�� Ln
��

km jm� � �c
n

�km � ��km�T ��n 
�

km � ��km�
od
� 
�����

が成り立つ．

条件
c����
c����
c���のもとで�

f
��km jxn�m� 
det n�
��� � 
���km�� � o
��� 
���	�

が成り立つ． �

上記の補題の条件 
c���� 
c���� 
c��� は，x� を固定したときの一つの分布列

f
�km jxn�m�� n � �� �� � � � に対する条件であるが，xn は P �
xn�に従って生起する

確率変数であるので，以下ではこれらが P �
xn�に関して確率�で 
ほとんど確実

に�成り立つことを示す．

まず �
n
Ln
�km� �

�
n
log f
�km jxn�m�は

�

n
Ln
�

kmjm� �X
i�j

n
�m�
i�j

n
log �kmi�j �

�

n
log f
�km jm�� �

n
log P 
xnjm�� 
�����

�前章で示した �c���と本章の �c���は異なるが，両者とも ���	で示されているものである．
前章で示したように，条件 �c���
�c���
�c���が成り立てば，�kmn  �

����
n ��km � ��km � の事後密度

f���knjxn�m� はZ
�kmn �R

f���
km
n jxn�m�d�kmn �

Z
�km�R

�����km�� exp

�
��

�
��km �T�km

�
d�km � ������

も満たす．ただし，R は任意の直方体で，f���kmn jxn�m� は

f���
km
n jxn�m�  �det �n�

���
f��km jxn�m�� ������

で与えられる．

��
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で与えられ，f
�km jm�は n に依存しないから，�xn � X n に対し n�� のとき

�

n
Ln
�

km jm��X
i�j

n
�m�
i�j

n
�m�
j

n
�m�
j

n
log �kmi�j �

�

n
log P 
xnjm�� 
�����

となる．ここで，log P 
xnjm�は �km に依存しないので， �
n
Ln
�kmjm�を最大化す

る ��km は ��km に収束する．

条件���� 
�� より，

��Ln
�km jm�
��km
��km�T

�
��
P

i�j n
�m�
i�j log �

km
i�j

��km
��km�T
�
�� log f
�km jm�
��km
��km�T

� 
�����

は �km に関して微分可能である．補題より
n
�m�
i�j

n
� q�sj�m��

k�m
i�j � a�s�が成り立つから，

�

n

��
P

i�j n
�m�
i�j log �

km
i�j

��km
��km�T
�

��
P

i�j

n
�m�
i�j

n
log �kmi�j

��km
��km�T

� ��
P

i�j q
�
sj�m��

k�m
i�j log �

km
i�j

��km
��km�T
� a�s� 
�����

が得られる．したがって，条件���� 
�� より，�� logf��km jm�
��km ���km �T は微分可能で n に依存

しないので，
��	�式より � �
n
��Ln��km jm�
��km ���km�T は，� � �� � inf i�j �

km
i�j となる �km に対し

て一様に J�
�km jm�に概収束する．ここで正定数 �� � �は任意である．よって，

L��n
�
km jm�

n
L��n
��

km jm�
o�� � J�
�kmjm�

n
J�
��km jm�

o��
� a�s� 
�����

も � � �� � inf i�j �
km
i�j となる �km に対して一様に成り立つ．一方，J�
�kmjm� の連

続性と ��km � �k
�

m � a�s�から，�� � �が存在して，��km � B�
��km�に対し，n��
のとき

I �A

� � J�
�km jm�
n
J�
��km jm�

o�� � I �A

�� a�s� 
�����

が成り立つ．

よって，��km � ��km � �k
�

m � a�s�から，
c���が n�� のとき，ほとんど確実に
成り立つことがわかる．

さらに limn�� n
�m�
i�j � �� a�s� より， ��Ln��km jm�

��km���km �T の最大固有値はほとんど確実

に �に発散する．これは，
c���がほとんど確実に成り立つことを意味する．
一方，Ln
�km jm�� Ln
��km jm�は

Ln
�
km jm�� Ln
��

kmjm� �X
i�j

n
�m�
i�j log

�kmi�j
��kmi�j

� log
f
�km jm�
f
��km jm�� 
�����

��	
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で与えられる．ここで，��km � 
��km��� � ������ � � � � ��km����jS�m�j���
T である．これをテー

ラー展開すれば

Ln
�
km jm�� Ln
��

km jm� � 
�km � ��km�T
�Ln
�km jm�

��km


�km��km�

� 
�����

ただし，�km�は �kmと ��kmで結ばれる線分上の点である．ここで，�
n

�Ln��km jm�
��km


�km��km�

は

�

n

�Ln
�km jm�
��km


�km��km�

�
�

n

�
P

i�j n
�m�
i�j log �

km
i�j

��km
�
�

n

� log f
�km jm�
��km


�km��km�

� �
P

i�j q
�
sj�m��

k�m
i�j log �

km
i�j

��km


�km��km�

� a�s� 
����

が成り立つ．これは，
n
�m�
i�j

n
� q�sj�m��

k�m
i�j � a�s�であることと，f
�km jm�が�階微分可

能であることから明らかである．
����式の最後の項は �km� � �k
�

m のとき �に収

束する．一方，n�� のとき，�k
�

m � B�
��
km�， a�s�であるから，�c� � �が存在

して，��km �� B�
��km� に対して n�� のとき，c� �
��� �
n

�Ln��km jm�
��km


�km��km�

��� � a�s�
が成り立つ．以上より，��km �� B�
��km�に対して n�� のとき�

Ln
�
km jm�� Ln
��

km jm� � �k�km � ��kmk
���L�n
�km�jm�

���
� �nc�k�km � ��kmk� a�s� 
���	�

ここで �
n
 ��n � J�
��km jm�� a�s�かつ ��km � ��km � �k

�

m � a�s�であるから，�c� が
存在して， n �� のとき �� � c�� a�s�が成り立つ．ただし， �� は �

n
 ��n の最大

固有値である．したがって，�c��� が存在して n�� のとき

Ln
�
km jm�� Ln
��

km jm� � �c���
n

�km � ��km�T ��n 
�

km � ��km�
o���

� a�s� 
�����

が成り立ち，これは 
c���が概収束の意味で成り立つことを示している．

以上より，
c���� 
c���� 
c���が概収束の意味で成り立ち，limn�� �
n
 ��n � J�
��km jm�� a�s�

であることから，次の補題を得る．

補題 	� 条件���のもとで，�m � M に対して，

f
��km jxn�m� �
�
n

�

�km��q
detJ�
��km jm� � o
nkm���� a�s� 
�����

が成り立つ． �

�この部分の同様の議論については ���	
pp��������を参照．

���
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���での議論，および上の補題における漸近正規性は，事後確率最大推定量
��km のまわりで展開されている．しかし，よく知られている最尤推定量の漸近

的性質とあわせて議論するためには，��km の代わりに ��km のまわりで展開した

方が後の解析で有用となる．また，J�Rissanen が最尤符号の漸近符号長を最尤

推定量を用いて展開しているように，最尤推定量を用いて展開することが望ま

れる．最尤推定量を用いた � log P 
xnjm� ��km� からの符号長の増加分はリグレッ

ト 
regret�と呼ばれ，これに関連する性質について現在活発に研究されている

���� ���� ����．そこで本稿でも符号長を最尤推定量を用いて展開するために，以

下では漸近正規性を最尤推定量 ��km を用いて導く．

補題 	� 条件���のもとで，�m � M に対し，

f
��km jxn�m� �
�
n

�

�km��q
detJ�
��km jm� � o
nkm���� a�s� 
�����

�証明� �����節参照． �

注意 	� 情報行列 I�
��kmjm� を

I�
��km jm� � lim
n��

�

n
E�

�
� log P 
xnjm� �km�

��km
� log P 
xnjm� �km�


��km�T

�
�km���km

� 
�����

と定義する．真の分布がモデル族に含まれていない場合，J�
��kmjm� � I�
��km jm�
は一般に成り立たない．もし P �
�� � H�km であれば，J�
�k�m jm� � I�
�k

�

m jm� が
成り立つ．

一方，最尤推定量についても漸近正規性が成り立つ．すなわち，
p
n
��km��k

�

m�

の分布は，N
�� fK�
�k
�

mjm�g��� に法則収束する．ただし，fK�
�km jm�g�� は

fK�
�km jm�g�� � fJ�
�km jm�g��I�
�km jm�fJ�
�km jm�g��� 
�����

で与えられる情報行列である．しかし，離散分布である多項分布族や FSMXモ

デル族では，真の分布がモデル族に含まれていなくても，J�
�k�m jm� � I�
�k
�

m jm�
が成り立つので，fK�
�k

�

mjm�g�� � fJ�
�k�m jm�g�� となる．これは，これらの分
布が �k

�

m を真のパラメータと考えて扱うことができる特殊性のためである．

しかし，一般の確率モデル族においては最尤推定量の漸近共分散は fK�
�k
�

m jm�g��
で与えられるが，この場合でもパラメータの事後確率密度の漸近共分散は

fJ�
��km jm�g�� � fJ�
�k�m jm�g�� で与えられ，両者で分散が異なる点に注意すべ
きである． �

���
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����� 概収束の意味で成り立つ漸近的符号長

まず，以下の定理が成り立つ．

定理 	� �xn � X n に対し

Lm��km

Bayes 
x
n� � � log P 
xnjm��� log P 
m�� � log P 
m�jxn�� 
�����

が成り立つ．

�証明� ベイズ規則より明らか． �

したがって，� log P 
xnjm��と log P 
m�jxn�が解析できれば，ベイズ符号の符
号長が与えられることがわかる．一方，前節で導いた漸近正規性により，個々の

系列の符号長に関する次の定理を得る．

定理 	� 条件���のもとで，�m � M に対して

� log P 
xnjm� � � log P 
xnjm� ��km� �
km
�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km jm�
f
��km jm� � o
��� a�s�

� � log P 
xnjm� ��km� �
km
�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km jm�
f
��km jm� � o
��� a�s�


�����

が成り立つ．

�証明� 
�����式より

log f
��km jxn�m� � km
�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km jm� � log

	
� � o
��



� a�s� 
�����

が成り立つ．これを，ベイズ規則から得られる

� log P 
xnjm� � � log P 
x
njm� ��km�f
��km jm�
f
��km jxn�m� � 
����

に代入して
�����式の右辺第�項を得る．同様に，
�����式から 
�����式の右辺第�

項が導かれる． �

定理���は，一つの FSMX モデルをパラメトリックモデル族と考え，パラメー

タで混合をとったベイズ符号の漸近符号長を与えている．

さらに，本章で考えている，モデル mでも混合をとったベイズ符号の符号長

を議論するために，以下の補題を準備する．

���
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補題 		 条件���のもとで，�m �� m��m � M に対し，

P 
xnjm�
P 
xnjm��

� o�
��� a�s� 
���	�

が成り立つ．ただし，o�
�� は正で limn�� o�
�� � ��� a�s� を満たす項である．

�証明� �����節参照． �

定理���� 定理���と補題���をあわせて，以下の主定理が得られる．

定理 	� 条件���のもとで，ベイズ符号の漸近符号長は次式で与えられる．

Lm��km

Bayes 
x
n� � � log P 
xnjm�� ��km� �� log P 
m��

�
km�

�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km� jm��

f
��km� jm��
� o
��� a�s�

� � log P 
xnjm�� ��km� �� log P 
m��

�
km�

�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km� jm��

f
��km� jm��
� o
��� a�s� 
�����

�証明� 補題���と
P

m P 
m� � �，および M が有限集合であることより，

� logX
m

P 
xnjm�P 
m�
P 
xnjm��P 
m��

� � log
��
�� �

X
m��m�

P 
xnjm�P 
m�
P 
xnjm��P 
m��

��
�

� � log
n
� � o�
��

o
� a�s� 
�����

したがって，

Lm��km

Bayes 
x
n� � � log P 
xnjm��� log P 
m��� o�
��� a�s� 
�����

定理���を適用して証明が完結する． �

����� 平均符号長の漸近的解析

本節では，ベイズ符号の平均符号長の漸近式を与える．そのための準備とし

て，以下の補題を用意する．

補題 	� 条件���のもとで，�m � M に対し

E�
�
log

P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm� �k�m�

�
�

km
�
� o
��� 
�����

ここで，E� は真の分布 P �
�� による期待値を表す．
�証明� �����節参照． �

���
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この補題により，次の定理が得られる．

定理 	� 条件���のもとで，

E� hLm��km

Bayes 
x
n�
i
� �E� hlog P 
xnjm�� �k

�

m� �
i
� log P 
m��

�
km�

�
log

n

�e
� log

q
detJ�
�k

�

m� jm��

f
�k
�

m� jm��
� o
��� a�s� 
�����

が成り立つ．ここで，J�
�k
�

m� jm�� は �k
�

m� におけるフィッシャー情報行列に一致

する．

�証明� 
�����式は概収束の意味の漸近式であるので，有界収束定理が適用でき

る．よって，
�����式と J�
�kmjm� と f
�km jm� の連続性から 
�����式を得る． �

��� 考察

本章ではまず，ほとんど確実に生起する系列に対して成り立つベイズ符号の

漸近的符号長を解析した．確率的コンプレキシティ
stochastic complexity�の概念

に基づけば，ベイズ符号の符号長は得られた系列 xn の情報量を与えられた確

率モデル族によって測っているものと解釈することができ，モデル族の相対的

な良さを与えている．この符号長の漸近式は FSMXモデル族という一つの階層

モデル族に対して与えているものであり，その点で従来の結果を拡張している．

また，FSMX モデルが i�i�d�情報源ではない点も重要である．その式の形は，パ

ラメトリックモデル族に対する最尤符号化の漸近的符号長 �����と類似の項が導

かれており，パラメトリックモデルによる符号化において情報行列 J�
�kmjm�は
本質的であるといえる．

本章では，概収束の意味で得られた漸近的符号長をもとに，ベイズ符号の平

均符号長の漸近式を導いた．����において，Clarkeと Barronは i�i�d�パラメトリッ

クモデル族に対して平均符号長を導いているが，本研究では階層構造をもつマ

ルコフモデルの�種である FSMXモデル族について漸近式を示した．FSMXモデ

ルは実用的なベイズ符号化アルゴリズムが与えられている重要なモデル族であ

り，本研究の成果はその意味で重要と考えられる．

���
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��� 補題と定理の証明

����� 補題 ���の証明

まず Ln
�km jm� � log f
�km jxn�m�と B�
��k� �
n
�k � �k

k�k � ��kk � �
o
，および

� n � �
	
L��n
��

km jm�

��
， 
�����

を定義しておく．

��km に対し，テーラー展開より，

f
�km jxn�m� � f
��km jxn�m� exp
n

�km � ��km�TL�
��km jm�

o

� exp
�
�

�

�km � ��km�T 
I �Rn�L

��
��km jm�
�km � ��km�
�
� 
�����

ここで，�km� を �km と ��km で結ばれる線分上の点とし， Rn は

Rn � L��n
�
km�jm�fL��n
��km jm�g�� � I� 
�����

で与えられる．ここで，��km の定義より，L�n
��
km jm�は

L�n
��
kmjm� � � log f
�km jm�

��km


�km���km

� 
����

で与えられる．一方，

� �

n
L��n
�

km jm�� J�
�km jm�� a�s� 
���	�

より，

L��n
�
km�jm�fL��n
��km jm�g�� � J�
�km�jm�fJ�
��km jm�g��� a�s� 
�����

が成り立つ．J�
�kmjm� の連続性と ��km � �k
�

m� a�s� より，�� � � が存在して，

��km � B�
��km�と �
 � � に対し，n�� のとき

I �A

� � L��n
�
km�jm�fL��n
��kmjm�g�� � I �A

�� a�s� 
�����

が成り立つ．よって n�� のとき

Pn
�� �
Z
�km�B����km �

f
�km jxn�m�d�km � 
����

���
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はほとんど確実に

f
��km jxn�m� expf�cf�gjdet � nj���jdet
I �A

��j����
Z
kzkm k�sn

expf��
�

zkm�Tzkmgdzkm �


����

で上界され，

f
��km jxn�m� expf��cf�gjdet � nj���jdet
I�A

��j����
Z
kzkmk�tn

expf��
�

zkm�T zkmgdzkm �


����

で下界される．ただし，zkm は km次元のベクトルである．ここで，�cf は
� log f��km jm�

��km

の最大絶対値であり，sn と tn は，a

� 
a

�� と ln 
ln� をそれぞれ A

�と � n の

最大 
最小�固有値として，sn � �
�� a

������ln
���， tn � �
�� a

������ln

��� で与

えられる．

�

n

� n�

�� � J�
�k
�

m jm�� a�s� 
����

より，ln � �� a�s�かつ ln � �� a�s�が成り立ち，sn ��� a�s�かつ tn ��� a�s�

が導かれる．よって n�� のとき，ほとんど確実に

jI�A

�j��� expf��cf�g lim
n��Pn
�� � lim

n�� f	
��
km jxn�m�

�
det

�
�

n
L��
��km jm�

������

��km��

� jI �A

�j��� expf�cf�g lim
n��Pn
��� 
����

が成り立つ．

よってもし �
 � �に対し，limn�� Pn
�� � �� a�s�が成り立てば，

lim
n�� f	
��

km jxn�m�� fdetJ�
��km jm�g���

��km��

� a�s� 
����

が成り立つことがわかる．よって最後に �
 � � に対して limn�� Pn
�� � �� a�s�

となることを示そう．

再びテーラー展開より，

Ln
�
kmjm�� Ln
��

km jm� � 
�km � ��km�T
�Ln
�km jm�

��km


�km��km�

� 
���

ただし，�km� は �km と ��km で結ばれる線分上の点である．
����式�
���	�式と同
様の議論により，ある定数 c� � �が存在して，�km � B�
��km�に対し，n�� の
とき c� �

��� �
n
L�n
�

km�jm�
���� a�s�が成り立つ．したがって，�c�� � �と �km � B�
��km�

に対し

Ln
�
kmjm�� Ln
��

km jm� �
	
�km � ��km


T
L�n
�

km�jm�

���
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� �nc�
����km � ��km

���

� �c��
n

�km � ��km�TL��
��km jm�
�km � ��km�

o���
� a�s� 
��	�

が成り立つ．この不等式より，
Z
�km��km�B����k�

f
�km jxn�m�d�km

� f
��km jxn�m�
	
detL��
��km jm�


���� Z
kzkmk���ln���

expf�c��
	

zkm�Tzkm


���gdz

����


����式と ln � �� a�s�であることから，
Z
�km��km�B����k�

f
�km jxn�m�d�km � �� a�s� 
����

したがって，limn�� Pn
�� � �� a�s�が成り立ち，
����式が示された． �

����� 補題 ���の証明

補題���より �m � Mに対し

log
P 
xnjm�
P 
xnjm��

� log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
�
	km
�
� km�

�



log

n

�

　　　　� log f

��km� jm��

q
detJ�
��kmjm�

f
��km jm�
q
det J�
��km� jm��

� o
��� a�s� 
��	��

が成り立つ．

f
�km jm�と J�
�km jm�が連続微分可能で，��km � �k
�

m � a�s�であるから，f
��km jm�
� O
��� a�s�と detJ�
��kmjm� � O
��� a�s�が成り立つ．よって，
��	��式より，も

し �m �� m� に対し

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n� ��� a�s� 
��	��

が示されれば，証明は完結する．

まず，log P �xnjm���km �

P �xnjm��k
�
m �
を評価する．

� log P 
xnjm� �k
�

m� � �
jS�m�j��X

j��

�X
i��

n
�m�
i�j log �

k�m
i�j � 
��	��

���
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と
n
�m�
i�j

n
� q�sj�m��

k�m
i�j �O

�	 log log n
n


����
� a�s� 
��	��

より，� log P 
xnjm� �k
�

m� � O
n�� a�s�が成り立つ．よって，テーラー展開より

� log P 
xnjm� �k
�

m� � � log P 
xnjm� ��km�

��
�

	
��km � �k

�

m


T �� log P 
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

	
��km � �k

�

m




�O
�
n
�����km � �k

�

m

����� � a�s� 
��	��

が得られる．

��
n

�� log P 
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

� ��
n

��
PjS�m�j��

j��

P�
i�� n

�m�
i�j log �

km
i�j

��km
��km�T


�km���km

� ��
�PjS�m�j��

j��

P�
i�� �

k�m
i�j q

�
sj�m� log �

km
i�j

��kmT 
��km�T


�km���km

�O

�	 log log n
n


����
� a�s�

� J�
��km jm� �O

�	 log log n
n


����
� a�s� 
��	��

が成り立ち，また ��km も重複対数の法則を満たすことから，

��
�

	
��km � �k

�

m


T �� log P 
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

	
��km � �k

�

m




�
n

�

	
��km � �k

�

m


T
J�
��km jm�

	
��km � �k

�

m



�O

�

log log n����

n���

�
� a�s� 
��	�

が成り立つ．

一方， �����km � �k
�

m

��� � O

�	 log log n
n


����
� a�s� 
��		�

より，

n
�����km � �k

�

m

���� � O

�

log log n����

n���

�
� a�s� 
��	��

よって，
��	��式より，

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm� �k�m�
�

n

�

	
��km � �k

�

m


T
J�
��kmjm�

	
��km � �k

�
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�O

�

log log n����

n���

�
� a�s� 
��	��

また，
p
nk��km � �k

�

mk � O

log log n������ a�s�と J�
��km jm�� J�
�k
�

m jm�� a�s�より，
n

�

	
��km � �k

�

m


T
J�
��km jm�

	
��km � �k

�

m



� O
log log n�� a�s� 
�����

したがって，

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n

　� log
P 
xnjm� �k

�

m�

P 
xnjm�� �k
�

m� �
� km � km�

�
log n� o
log n�� a�s� 
�����

が得られる．

まず，P �
xn� �� Hkm である場合を考える．このとき，
�����式と
��	��式より

��km � �km � log
P 
xnjm� �km�

P 
xnjm� �k
�

m� �
� �Cn� o
n�� 
�����

ただし，C はある正定数である．

したがって，�m � M�かつ P �
xn� �� Hkm に対して

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n � �Cn� km � km�

�
log n� o
n�

� ��� a�s� 
�����

が成り立つ．

一方 P �
xn� � Hkm のとき，定義より

P 
xnjm� �k
�

m� � P 
xnjm�� �k
�

m� �� 
�����

が成り立つから，�m � M� P �
xn� � Hkm に対して

log
P 
xnjm� ��km�

P 
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n �

km� � km
�

log n� o
log n�

� ��� a�s� 
�����

が得られる．よって �km �� km� に対し，
��	��式が成り立つことが示され，証明

が完結した． �

��	
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����� 補題 ��	の証明

重複対数の法則と 
��	�式より，J�
�km� jm��が連続であることから，

log
P 
xnjm�� ��km� �
P 
xnjm�� �k

�

m� �
�

n

�

	
��km� � �k

�

m�


T
J�
�k

�

m� jm��
	
��km� � �k

�

m�




�O

�

log log n����

n���

�
� a�s� 
����

が成り立つ．

上式の収束が概収束であることから，優収束定理が適用できて，

E�
�
log
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xnjm�� ��km� �
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xnjm�� �k

�

m� �

�
� E�

�
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�
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T
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�
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が成り立つ．

�km� �
p
n
	
��km� � �k

�
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の分布は N
�� fJ�
�k�m� jm��g��� に法則収束する ����こ

とから，

E�
�
�

�

p
n
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T
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�k

�

m� jm��
p
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が得られ，証明が完結する． �
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��� 本章のまとめ

本章では，FSMXモデル族に対して，ほとんど全ての系列に対して成り立つ

ベイズ符号の符号長の漸近式，及び平均符号長の漸近式を導出した．本章にお

いてもその解析において本質的となるのは，パラメータの事後確率密度の漸近

正規性である．この結果，FSMXモデル族に対するベイズ符号の漸近的な評価

が精密な形で与えられた．これは，予測の観点からは，累積対数損失を評価関

数とした場合のベイズ規準による予測を漸近的評価したことになる．すなわち，

本章の結果は，対数損失を用いた場合のオンライン型の逐次予測�学習問題など

にそのまま適用可能といえる．

さらにベイズリスクの解析と漸近的にミニマックスリスクを達成する事前分

布を示すことは今後の課題である．漸近的にミニマックス符号と等価になる事

前分布を与えられれば，事前分布が未知の場合にミニマックス規準という観点

から符号化を構成することが可能になる．本章の結果より，Fisher情報行列が発

散するパラメータ空間の境界を除けば，モデル m に対しては一様分布，パラ

メータ �km に対してはジェフリーズ事前分布が，漸近的にミニマックス規準を達

成することが予想できる．しかし，これを厳密に示すためには，本章で示した

平均符号長の漸近式，すなわちリスク関数の漸近式をパラメータ集合内で一様

収束の意味で示す必要がある．このためには漸近正規性の一様性を示す必要が

あり，これは今後の課題である．また，本章の結果は最適パラメータの要素 �
k�m
i�j

が � や �をとるような Fisher情報行列が発散してしまう点を除いた解析であり，

このようなパラメータ集合の境界点を含む漸近式を議論することも今後の課題

である．

���



第 �章

一時点の推定と予測に対するモデル選
択と一致性

��� 本章の目的

統計的モデル選択は，与えられたデータをもとに候補である確率モデルの中か

ら�つのモデルを選択する問題であり，極めて広い応用範囲をもつ重要な課題の

一つである．モデル選択の規準としては，AIC���とその拡張����� ����，BIC�����と

その拡張����，MDL���� ��� ���� ���，HQ��	�などがそれぞれ異なる視点から導か

れている．その他にも様々な視点から研究がなされている �	�� 	� ��� ��� �	� ����．

モデル選択のための情報量規準として基本的な AIC は予測の観点から導か

れた規準であり，対数損失に対するリスク関数である KL�情報量を考え，その

漸近的不偏推定量となっている．これを真の分布がモデルクラスに含まれない

場合に拡張した竹内の情報量規準
TIC������も KL�情報量を考えている．村田ら

は，その損失関数を拡張し，任意の損失関数を用いてモデル選択規準
NIC�を構

成した ���．一方，BICは漸近的に事後確率を最大化するモデルを選択する規準

であり，モデル間の ��� 損失を考えている．これはベイズの事後確率で測った選

択誤り率を最小化している ���� �	�．D�S�Poskitt は BICをパラメータの推定精度

を考慮する形に拡張している ����．また MDL はモデルの良さを記述長で測ると

いう考え方に基づいており ����ベイズ統計の観点からは BICと本質的に等価で

ある �����．さらにベイズ統計に基づいた規準として，予測のためのモデル選択

規準
predictive model selection criterion��	�� 	�が提案されている．

このように多くの従来研究がベイズ統計理論に基づいているが，これはモデ

ル選択問題とベイズ統計理論の相性が良いという認識のためと考えられる．し

かし，厳密にベイズ決定理論 ���� �	� ��� ���に基づくモデル選択については議論

がなされていない．もし事前確率を与えるならば，それに対して最適なモデル

���
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選択を構成することは，ベイズ規準という観点から一貫性があると考えられる．

本章ではまず，ベイズ決定理論に基づくモデル選択を定式化する．その際，

モデル選択の目的，すなわち �未来データの予測�と �真のモデルの発見�，にあ

わせて様々な損失関数を設定することが可能である．さらに，定式化したベイ

ズ最適なモデル選択の，階層モデル族に対する一致性を議論する．多くの従来

研究においても一致性の問題は議論されてきた ����．興味深いことに，AICは階

層モデル族に対して一致性をもたないが �����，BICや MDLはもつことが示され

ている ��	� ����．AICは予測を目的としているので，階層モデル族に対して一致

性がなくてもよいと考えられるが，一方で漸近的状況では予測に対しても BIC

や MDLが優れるという議論がある ����のも確かである．しかし，多くの現実問

題で AIC の有効性が示されており �	��，また他の状況では AIC の優れた性質を

示すこともできる ����� ����．そのため当然ながら一致性だけでモデル選択の優

劣を議論することはできないが，モデル選択の一つの性質を示すという意味で

十分議論されるべき性質であると考えられる．本章では，ベイズ決定理論に基

づくモデル選択が，その目的が �未来データの予測� であるか，�真のモデルの

発見� であるかに関わらず一致性を持つことを示す．

��� 準備と仮定

	���� 階層モデル族

長さ n のデータ系列 xn は真の分布 p�
xn� � p�
Xn � xn�に従い発生するもの

とする．p�
��がモデルクラスに含まれることは仮定しない．本章では階層モデ
ル族に対するモデル選択問題を扱う．階層モデル族は第�章で定義したように，

次のようなモデル族である．

M を離散有限集合とし，その要素 m は一つのモデルを表す．すなわち，

m � M かつ jMj は有限である．各モデル m は km次元パラメータ �km をもち，

パラメータ集合 �km は Rkm の部分集合であるとすると，m は一つのパラメト

リックモデル族を構成し，これを Hkm で表す．

Hkm � fp
�jm� �km�j�km � �kmg� 
���

階層モデル族 H は H � 	m�MHkm で定義されるが，m��m�� � � � � M かつ

km� � km� � � � � に対して，入れ子構造

Hkm� � Hkm� � Hkm� � � � � � � � � 
���

���
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が成り立つものとする．この入れ子構造は M 内で全順序でも，半順序でもよ

いものとする�．

�つの情報行列 I�
�km jm�� J�
�km jm��および H�
m� �km�を次のように定義する．

I�
�km jm� � lim
n��

�

n
E�

�
� log p
Xnjm� �km�

��km
� log p
Xnjm� �km�


��km�T

�
� 
���

J�
�km jm� � � lim
n��

�

n
E�

�
�� log p
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
���

H�
m� �km� � � lim
n��

�

n
E��log p
Xnjm� �km��� 
���

ここで E� は真の分布 p�
��による期待値を表す．
また D�
p�

km�

m� � p�
km�

m� �を

D�
p�
km�

m� � p�
km�

m� � � lim
n��

�

n
E�

�
log

p
Xnjm�� �km��

p
Xnjm�� �km��

�
� 
��

と定義すると，

D�
p�
km�

m�
� p�

km�

m�
� � H�
m�� �

km� � �H�
m�� �
km� �� 
�	�

が成り立つ．

�m � Mに対し，�k
�

m を

�k
�

m � arg min
�km

H�
m� �km�� 
���

と定義する．�k
�

m をモデル m の最適パラメータとよぶ．

	���� 一致性

データ系列 xn は真の分布 p�
Xn� に従って生起するものとする．本章におい

ても，最適モデルを以下のように定義する．

m� � argmmin
n
km
H�
m� �k

�

m� � H�o� 
���

ただし，H� は

H� � min
p��jm��km��H

H�
m� �km�� 
����

すなわち，Hkm � Hkm� となる mに対して

��km � �km � H�
m� �km��H�
m�� �k
�

m� � � �� 
����

�以下の解析を見れば明らかなように，全く階層構造がない分離型のモデル族，階層構造と
分離構造が混在するモデル族に関しても本章の結果はそのまま成り立つ．

���
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が成り立つ．

ここで p
�jm�� �
km� � � p
�jm�� �

km� �であれば， H�
m�� �
km� � � H�
m�� �

km� �であ

るが，逆は必ずしも成り立たない．しかし，実際の応用で扱われる現実的な確率

モデルにおいては H�
m�� �
km� � � H�
m�� �

km� �は p
�jm�� �
km� � � p
�jm�� �

km� �を意

味する場合がほとんどである．したがって，本章では H�
m�� �
km� � � H�
m�� �

km� �

は p
�jm�� �
km� � � p
�jm�� �

km� � と等価であるとする．よって，km� � km を満たす

mに対して

p
�jm� �k
�

m� � p
�jm�� �k
�

m� �� 
����

が成り立つものとする．

つぎに，モデル選択の弱一致性
weak consistency�と強一致性
strong consistency�

を以下のように定義する．

定義 �� �弱一致性� �m を選択されたモデル，すなわち m の推定量とする．以

下の性質が成り立つとき，モデル選択は弱一致性をもつという ��	��

�� � � に対し，ある n� が存在して， �n � n� に対して

P �n �m � m�o � �� �� 
����

が成り立つ．これは確率収束を意味し， �m� m�� in probability と記述する． �

定義 �� �強一致性� 以下の性質が成り立つとき，モデル選択は強一致性をもつ

という ��	��

P �n �m �� m�� infinitely often
o
� �� 
����

ただし P � は真の分布 p�
�� に基づく確率を表す．これは，無限個の部分系列 xn

� fx�� x�� � � �g に対して �m �� m� が成り立つような無限系列 x� の生起する確率

は � であることを意味する．これは P �f �m� m�g � � と等価であり，概収束を

意味する．この概収束を �m� m�� a�s�と記述する． �

��� ベイズ決定理論に基づくモデル選択

本節では，ベイズ決定理論にもとづくベイズ最適なモデル選択を定式化する．

もし事前確率が仮定できるのであれば，ベイズリスクを最小化するモデルがベ

イズ最適である．我々は，モデル選択の目的に応じて，様々な損失関数を設定す

ることができる．

���
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	���� 真のモデルの発見が目的の場合

P 
m� を M 上の事前確率，f
�km jm� を �km 上の事前密度とする．モデル m

で特徴づけられる xn の確率分布 p
xnjm�を

p
xnjm� �
Z
�km��km

p
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
����

とする．

L
m � Am�を mと Amの損失関数とする．ここで Am � Mは決定であり，こ

れは mが正しかったときに Am を選択した場合の損失を意味する．このとき，

ベイズ最適なモデル選択は

BLDT 
Amjxn� �
X
m�M

L
m � Am�P 
mjxn�� 
���

の Amに関する最小化で与えられる．ここで P 
mjxn�は m の事後確率であり

P 
mjxn� � p
xnjm�P 
m�P
m�M p
xnjm�P 
m�� 
��	�

で与えられる．

損失関数としてはまず，���損失が考えられる．

L�
m � Am� �

��
� � if 　m � Am�

� if 　m �� Am�

����

この損失関数のもとで，ベイズ決定は事後選択誤り確率 P 
m �� m�jxn� を最小
化する．ベイズ最適解は事後確率最大のモデルとなり，これは BIC の最適解で

ある．

次にもし過小評価 
underestimation�� すなわち k �m � km� よりも，過大評価


overestimation�，すなわち k �m � km� を避けたいという要求があったとしよう

����．同様のアイデアは ����にもある．ここで k �m は推定量 �m の次元であり，km
の推定量である．このとき次のような損失関数が考えられる ��	� ���．

L�
m � Am� �

��������
�������

� if 　m � Am�

a� if 　m �� Am� km � kAm�

a� if 　km � kAm�

a� if 　km � kAm�


����

ただし � � a� � a� � a� である．� � a� � a� � a� とすれば，過小評価
underesti�

mation�の確率を抑えることが可能である．さらにこの議論を一般化し，次の一

���
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般化損失関数を定義しよう．

L�
m � Am� �

��
�Ca if 　m � Am�

a
m�Am� if 　m �� Am�

����

ここで，a
m�Am�は Ca � a
m�Am� ��をみたす任意の有界関数であるとする．
ここで，Ca � �としても一般性は失われない．よって以下の解析では Ca � �と

して取り扱う．

このとき，ベイズ最適なモデル選択は

�mB
DT � arg min

Am�M
BLDT 
Amjxn�� 
����

で与えられる．

	���� 予測を目的とした場合

過去のデータ系列 xn から次のデータ x � xn�� を予測することを目的とした

モデル選択を考える．この場合第�章で議論したように，x � xn�� は p�
xjxn�に
従って生起するので，この確率を精度良く推定することが目的となる．ここで，

p�
xjxn�は真の確率分布における xn のもとでの x の条件付き分布であり，もし

i�i�d� モデルならば p�
xjxn� � p�
x�である．

L
p
xjxn�m� �km� � Ap
xjxn��を，xの予測を与える決定Ap
xjxn�と p
xjxn�m� �km�

の間の損失関数とする．xn で条件付けられたリスク関数 R
p
Xjxn�m� �km� �

Ap
Xjxn��は，

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn�� �
Z
x�X

L
p
xjxn�m� �km� � Ap
xjxn��dp
xjxn�m� �km��


����

で与えられる．本来ならこのリスクを最小化したいところであるが，m� �km は

未知であるので，これらの事後分布 P 
mjxn�� f
�km jxn�m� で平均化した条件付
きベイズリスクを考える．xn による条件付きベイズリスクは

BRPD
Apjxn� �
X
m�M

Z
�km��km

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jxn�m�P 
mjxn�d�km �

����

で与えられ，�n � f�� �� �� � � �gと �xn � X n に対して， BRPD
Apjxn� ��を満た
す Ap
xjxn�が存在するものとする．もし �Ap
xjxn� に対して BRPD
Apjxn� ��
であるならば，ベイズ最適解は存在しない．

もし損失関数として対数損失

L�
p
xjxn�m� �km� � Ap
xjxn�� � � logAp
xjxn� � log p
xjxn�m� �km�� 
����

���
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をとればリスク関数は KL�情報量となり，AIC と同じリスクを考えていること

になる．他にも二乗誤差損失

L
p
xjxn�m� �km� � Ap
xjxn�� � 
Ap
xjxn�� p
xjxn�m� �km���� 
����

をとることもできる．

損失関数 L�
� � �� や L
� � ��に対するリスク関数 R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��
は，適当な正則条件を満たす現実的な確率モデル族と R
p
Xjxn�m� �km� �

Ap
Xjxn�� ��を満たす決定 Ap
Xjxn�� xn � X n に対し一様連続である��	� ���．

ベイズ最適解は 
����式の最小化で与えられる．しかし，もし決定空間に制

限を設けない場合，ベイズ最適解は Ap
xjxn� � ppred
xjxn�で与えられる ����．た
だし，

ppred
xjxn� �
X
m�M

Z
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jxn�m�P 
mjxn�d�km � 
���

である．しかし，本章ではモデル選択問題を扱っており，mの推定量を与えるこ

とを考えている．よって，ベイズリスクは mに関して最小化するという方針で

定式化を進める．そのための方法は一意ではないが，本章では以下の�つの方法

を提案する．

�つ目の方法は決定関数 Ap
xjxn� の定義域，すなわち決定空間を以下のよう
に与える方法である．

Ap
xjxn� � fpmpred
xjxn�jm � M� xn � X ng� 
��	�

ここで pmpred
x�はパラメータ �km に対する混合分布であり，

pmpred
xjxn� �
Z
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jxn�m�d�km � 
����

で与えられる．このとき，ベイズ最適解は

�pBPD
xjxn� � arg min
Ap�xjxn��fpm

pred
�xjxn�g

BRPD
Apjxn�� 
����

�mB
PD � arg min

mjAp�xjxn��fpm
pred

�xjxn�g
BRPD
Apjxn�� 
����

で与えられる．

�つ目の方法は，パラメータに関しては最尤推定量を用いる方法である．こ

れは，多くの情報量規準が最尤推定量に基づいて導出されていることを受けた

考え方である．すなわち，決定空間を

Ap
xjxn� � fp
xjxn�m� ��km�jm � M� xn � X ng� 
����

��
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とする．ここで ��km � ��km
xn� は xn により計算される最尤推定量を表す．この

とき，ベイズ最適な推定は

�pBML
xjxn� � arg min
Ap�xjxn��fp�xjxn�m���km �g

BRPD
Apjxn�� 
����

�mB
ML � arg min

mjAp�xjxn��fp�xjxn�m���km �g
BRPD
Apjxn�� 
����

で与えられる．

注意 �� もしベイズリスクを mと �km の両方で最適化することを考えると，最

適モデルは一意に決まらなくなる可能性がある．さらに 
���式の混合分布がモ

デル族内に存在しない場合には，常に最大次数のモデルが最適になるなど，モ

デル選択自体が意味をなさなくなる．またこの場合には，選ばれた �km の意味

も不明確となってしまう． �

��� 一致性に関する解析

	���� モデル族に対する条件

まず，事前分布に対して次を仮定する．

条件 �� �事前分布の条件� 　


�� �m � M に対して P 
m� � � である．


�� 
f
�km jm� の有界連続性� ��km � �km と �m � M に対して，f
�km jm� � �．

さらに， �m � M に対し，f
�km jm� の �km に関する導関数は

sup
�km��km

������f
�
km jm�

��km

����� � cf � 
����

を満たす．ただし cf はある正定数である．


�� 
f
�km jm�の健全性� �m � M に対し，事前密度 f
�km jm� は

sup
x�X �n�f�������g�xn�Xn

Z
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jm�d�km � cint， 
����

を満たす．ただし，cint はある正定数である．さらに，�m � M� �Ap
Xjxn�
� fpmpred
xjxn�g，�Ap
Xjxn� � fp
xjxn�m� ��km�g に対し，事前密度 f
�km jm�

��	
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は

sup
x�X �n�f�������g�xn�Xn

Z
�km��km

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�d�km � c�int，


���

を満たす．ただし，c�int はある正定数である． �

次にモデル族に関する条件を示す．ここでは，弱一致性のために条件��を，

強一致性のために条件��を仮定する．当然ながら，強一致性を示すための条件

��の方が強い条件となっている．これまでと同様に，�� � �に対して球 B�
�k
�

m�

�
n
�km � �km

k�km � �k
�

mk � �
o
を定義しておく．

条件 �� モデル族の条件 I 　


�� 
�k
�

m の存在性� �m � M に対し，最適パラメータ �k
�

m は �km の内部に唯一

存在する．


�� 
��km の存在性� �xn � X n，�m � M に対し，尤度関数 p
xnjm� �km� は �km

内で単峰形，あるいは単調関数とする．さらに，�xn � X n，�m � M に対

し，��km � ��km
xn� は �km で唯一に存在する．


�� 
有界性� �m � M に対し，

sup
x�X �n�f�������g�xn�Xn

p
xjxn�m� �km� � cp
m� �km�， 
��	�

ただし cp
m� �km�は mと �km に依存する有限値である．さらに，��km � �km �

�m � M に対し � � det I�
�km jm� �� かつ � � detJ�
�kmjm� �� とする．


�� 
モデル族の smoothness� �m � M に対し，I�
�km jm� と J�
�km jm� は �km

上で連続微分可能とする．さらに，�m � M� �Ap
Xjxn� � fpmpred
xjxn�g，
�Ap
Xjxn� � fp
xjxn�m� ��km�gに対し，リスク関数 R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��
は �km 上で一様連続とする ���� ���．


�� 
健全性� �m � M と �� � � に対し
Z
�km�B���

k�m �
f
�km jxn�m�d�km � �� in probability� 
����

が成り立つ．

���
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� 
��km の確率収束� �m � M に対し，最尤推定量 ��km � ��km
xn� は

��km � �k
�

m �O
��
p
n�� in probability� 
����

を満たす．


	� 
情報行列の一致性� �m � M に対して � � �が存在し，�km � B�
�k
�

m� に対

して一様に

��
n

�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T
� J�
�km jm�� in probability� 
����

��
n
log p
xnjm� �km�� H�
m� �km�� in probability� 
����

が成り立つ． �

条件 �� モデル族の条件 II 　


�� � 
�� 条件��� 
�� � 
�� と同じ．


�� �m � M と �� � � に対し
Z
�km�B���

k�m �
f
�km jxn�m�d�km � �� a�s� 
����


� 
重複対数の法則 �� �m � M と ��km � �km に対し，

��km � �k
�

m �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
����


	� 
重複対数の法則 �� �m � Mに対して � � �が存在し，��km � B�
�k
�

m�に対

して一様に

��
n

�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T
� J�
�km jm� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
����

��
n
log p
xnjm� �km� � H�
m� �km� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
����

が成り立つ． �

注意 �� 条件��は 条件��よりも強い仮定になっている．現実的なほとんどの

モデル族は条件��を満たすので，同時に条件��も満たす．実際の問題に適用さ

れる例で，条件��は満たすが条件��をみたさない例はほとんどない．したがっ

���
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て，実際には条件��を仮定した議論のみで十分であり，情報量規準HQなどの強

一致性を扱った解析では同様の仮定をおいている．しかし，強一致性と弱一致

性という結果の差に本質的に効いてくるのは，重複対数の法則であることを示

すために，これらの条件を設定する．以下では，条件��のもとで強一致性を示

し，条件��のもとで弱一致性を示すが，これにより重複対数の法則が本質的で

あることが確かめられる． �

条件��のもとでは，
���
	�から明らかなように， �m � M� ��km � B�
�k
�

m�に

対し，n�� のとき

�

n


kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

�� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml

 � c�p
m� �km�� in probability� 
���

が成り立つ．ここで，c�p
m� �km� �� は m と �km に依存する有限値である．一

方，条件��を仮定すれば，�m � M� ��km � B�
�k
�

m�に対し，n�� のとき

�

n


kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

�� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml

 � c�p
m� �km�� a�s� 
��	�

が成り立っている．

条件��� 
�� と条件��� 
�� は，事後確率密度は最適パラメータの近傍に集中

してくることを述べている．同様の仮定は ��� ��� ��� ����などにある．このため

の十分条件については ���で議論されている．

条件��� 
	�のもとで，m�� �k
�

m� � �k�m� �m � M� ��km� � �km� � ��km � �km に

対し，
�

n
log

p
xnjm�� �k
�

m� �

p
xnjm� �km�
� D�
p�

k�
m�

m� � p�
km

m �� in probability� 
����

が成り立つ．一方，条件��� 
	�� のもとでは

lim
n��

�

n
log

p
xnjm�� �k
�

m� �

p
xnjm� �km�
� D�
p�

k�
m�

m� � p�
km

m � �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
����

例 �� 
正規分布族� i�i�d�の正規分布を考える．モデル m�を正規分布 N
�� 
�����，

ただし �� は固定値であり，� を自由パラメータとする．モデル m� を正規分布

N
�� ���，ただし �と �� の両方が自由パラメータであるとする．すなわち，�km�

� �� � �， �km� � �� � 
�� ��T である．

このモデル族では，条件��� 
��� 
��� 
��が成り立っていることがわかる�	�� ����．

最尤推定量はそれぞれ ��km� � �� � �
n

Pn
i�� xi，��

km� � 
��� ���T � 
���
q

�
n

P

xi � �����T

と与えられる．正規分布では重複対数の法則����が成り立ち，��� �� �O
 �log logn�
���p

n
�

���
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a�s�かつ �� � �� �O
 �log logn�
���p

n
� a�s�が得られる．すなわち，条件��� 
�は成り立

つ．ここで �� と �� は真の平均値と分散とする．m�� m� に対し �
n
log p
xnjm� ��km�

は

�

n
log p
xnjm�� ��

km� � � ��
�
log � � log �� � ���

�
����
� 
����

�

n
log p
xnjm�� ��

km� � � ��
�
log � � log �� � �

�
� 
����

と与えられる．�� � �� �O
 �log logn�
���

p
n

� a�s�かつ �� � �� �O
 �log logn�
���

p
n

� a�s�であ

るから，m� と m� に対して 
����式が成り立つことがわかる．

さらに， m� と m� に対する �
n

�� logp�xnjm��km �
��km ���km�T


�km���km

は

�

n

�� log p
xnjm�� �
km� �

��km� 
��km� �T


�km����km�

� � �


����
� 
����

�

n

�� log p
xnjm�� �
km� �

��km� 
��km� �T


�km����km�

�

�
� ������ �

� ������

�
A � 
����

となる．�� � �� �O
 �log logn�
���p

n
� a�s�であり，J�
�k

�

m� jm�� � 
��
������

J�
�k
�

m� jm�� �

�
� ��
���� �

� ��
����

�
A � 
����

であるから， m� と m� に対して 
����式が得られる．よって� 条件��� 
	� が成

り立つことがわかる．さらに，

�

n
log f
�km� jxn�m�� � �

n
log p
xnjm�� �

km� �f
�km� jm��

� log
�p
���

� �

�
����
f
� � ���� � 
����g� a�s� 
����

�

n
log f
�km� jxn�m�� � �

n
log p
xnjm�� �

km� �f
�km� jm��

� log
�p
��

� �

�
���
f
�� ���� � 
����g� a�s� 
���

これらの式の右辺はそれぞれ唯一の点 �k
�

m� � �� と �k
�

m� � 
��� ���T で最大化

される� よって，条件��，
��が成り立つ．したがって，このモデル族は条件��

をみたし，明らかに条件��も満たす．

同様の議論から，正規雑音をもつ線形回帰モデル �	��においても，条件��が

成り立つことが示される． �

���
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	���� 事後確率密度の漸近正規性

本章の議論においても，事後確率密度の漸近正規性 ��� ��� ��� ��� �� ����が

本質的な役割を演ずる．ただし，これまでは概収束のみの議論であったが，こ

こでは確率収束の意味で成り立つ漸近正規性についても述べる．

補題 �� 条件��，条件��のもとで， �m � M に対し �km �
p
n
�km � ��km� の事

後確率密度は平均ゼロ，共分散 fJ�
��km jm�g�� の km�次元正規分布に確率収束す

る．すなわち R	 を任意の直方体として

Z
	km�R�

f	
�
km jxn�m�d�km �

q
detJ�
��km jm�

��km��

Z
	km�R�

exp
�
��
�

����km����
J����km jm�

�
d�km �

in probability� 
��	�

が成り立つ．ここで f	
�km jxn�m� は �km�空間上の事後密度で

f	
�
km jxn�m� � �p

n
km
f
�km jxn�m�� 
����

で与えられる．さらに f	
�km jxn�m� は

f	
��
km jxn�m��

q
detJ�
��km jm�

��km��

� in probability� 
����

も満たす．ただし，��km � 
 である．

もし条件��，条件��を仮定すれば，
��	�式と
����式の確率収束は概収束で

置き換えることができる．

�証明� ����節を参照． �

注意 �� 補題��は重要な事実を述べている．すなわち，最尤推定量を規準化し

た �km �
p
n
��km
xn�� �k

�

m� は漸近的に N
�� fK
�k�m jm�g��� に法則収束するのに
対し， �km �

p
n
�km � ��km� の事後密度は N

	
�� fJ�
��km jm�g��



に収束する．た

だし，fK
�km jm�g�� は

fK
�km jm�g�� � fJ�
�km jm�g��I�
�km jm�fJ�
�km jm�g�� 
���

で与えられる．この J�
��kmjm� と K
�k
�

m jm� の違いは本質的である．すなわち，
最尤推定量は xn の経験分布からのモデル族への写像であり，真の分布に従う

xn によって分布するが，事後密度は与えられた�本の xn に対する確率モデルの

相対的な当てはまりの良さを表しているために生じる差違である． �

���
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	���� モデルの事後確率の収束

まず最初に � log p
xnjm� の漸近式を与えた次の補題を示そう．

補題 �� 条件��，条件��のもとで

� log p
xnjm� � � log p
xnjm� ��km��
km
�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km jm�
f
��km jm� � op
��� 
���

が成り立つ．ここで，op
�� は limn�� op
�� � �� in probability となる項である．

一方，条件��，条件��のもとでは

� log p
xnjm� � � log p
xnjm� ��km� �
km
�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km jm�
f
��km jm� � o
��� a�s�


���

が成り立つ．

�証明� ����節を参照． �

Xn が離散確率変数であれば，� log P 
xnjm� はパラメトリックモデル族に対
するベイズ符号の理想符号長を表す ����� mに関する
���式の最小化は MDL原

理 �����であり，これは一様事前分布 P 
m� � ��jMj に対する事後確率最大規準
を与える．
���式は BICの精密な漸近式を与えている．

補題 ��を用いることにより，一致性の議論で重要となる以下の補題が導か

れる．

補題 �� 条件��，条件��のもとで，�m �� m�� m � M に対し，

p
xnjm�
p
xnjm��

� �� in probability� 
���

が成り立つ．一方，条件��，条件��のもとで

p
xnjm�
p
xnjm��

� �� a�s� 
���

が成り立つ．

�証明� ����節を参照． �

よって，以下の定理が成り立つ．

���
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定理 �� 条件��，条件��のもとで

P 
m�jxn�� �� in probability� 
���

が成り立つ．一方，条件��，条件��が成り立てば

P 
m�jxn�� �� a�s� 
��

が成り立つ．

�証明� ベイズ規則より
p
xnjm�
p
xnjm��

�
P 
mjxn�P 
m��
P 
m�jxn�P 
m�� 
�	�

である．条件��，条件��のもとでは，
���式と条件��� 
���より， �m �� m� に

対し
P 
mjxn�
P 
m�jxn� � �� in probability� 
���

が成り立つ．
P

m�M P 
mjxn� � � と Mが有限集合であることから，

�m �� m�� P 
mjxn�� �� in probability� 
���

かつ

P 
m�jxn�� �� in probability� 
�	��

が成り立つ．
��式についても同様である． �

定理��は，最適モデルの事後確率が �に収束することを述べている．これは，

事後確率最大のモデル選択，すなわち BICが弱一致性，あるいは強一致性をも

つことを示している．

	���� 主定理� モデル選択の一致性

��� 真のモデルの発見を目的とする場合

定理��より，次の定理を導くことができる．

定理 �� 条件��，条件��のもとで，損失関数 L�
� � ��� L�
� � ��� L�
� � �� に対する

����式のモデル選択は弱一致性

�mB
DT � m�� in probability� 
�	��

をもつ．

���
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もし 条件��，条件��が成り立てば，強一致性

�mB
DT � m�� a�s� 
�	��

が成り立つ．

�証明� ����節参照． �

��� 未来データの予測を目的とする場合

次のデータの予測を目的とした場合のモデル選択についても，次のように一

致性が導かれる．まず，
����式，
����式によるモデル選択の一致性も示すた

めに，

BR
Apjm�xn� �
Z
�km��km

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jxn�m�d�km� 
�	��

と定義し，以下の�つの補題を示そう．

補題 �� 条件��，条件��のもとで，�m � M に対し，

pmpred
xjxn� � p
xjxn�m� ��km� � op
��� 
�	��

を満たす．

もし，条件��，条件��が成り立てば，上式の確率収束は概収束で置き換える

ことができ，

pmpred
xjxn� � p
xjxn�m� ��km� � o
��� a�s� 
�	��

となる．

�証明� ����節参照． �

補題 �	 条件��，条件��のもとで，損失関数 L�
� � ��� L
� � ��に対し BR
Apjm�xn�

は， �m � M と �Ap
�jxn� � fpmpred
�jxn�jm � Mg� �Ap
�jxn� � fp
�jxn�m� ��km�jm �
Mg に対して一様に，

BR
Apjm�xn� � R
p
Xjxn�m� ��km� � Ap
Xjxn�� � op
��� 
�	�

を満たす．

もし，条件��，条件��が成り立てば，上式の確率収束は概収束で置き換える

ことができ，

BR
Apjm�xn� � R
p
Xjxn�m� ��km� � Ap
Xjxn�� � o
��� a�s� 
�		�

となる．

�証明� ���節参照． �

���
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これらの補題より，以下の定理が導かれる．

定理 �� 条件��，条件��のもとで，損失関数 L�
� � ��� L
� � �� に対する
����式
のモデル選択は弱一致性

�mB
PD � m�� in probability� 
�	��

をもつ．

もし 条件��，条件��が成り立てば，強一致性

�mB
PD � m�� a�s� 
�	��

が成り立つ．

�証明� ���	節参照． �

補題��，補題��と定理��の証明より，BRML
Af jxn�の最小化は BRPD
Af jxn�
の最小化と漸近的に等価であることから，ただちに以下の定理が導かれる．

定理 �� 条件��，条件��のもとで，損失関数 L�
� � ��� L
� � �� に対する
����式
のモデル選択は弱一致性

�mB
ML � m�� in probability� 
����

をもつ．

もし 条件��，条件��が成り立てば，強一致性

�mB
ML � m�� a�s� 
����

が成り立つ． �

	���� 考察

定理 ��は階層モデル族に対する事後確率最大規準の一致性を示している．

BIC や MDL の一致性は E�J�Hannan と B�G�Quinn の議論 ��	�からも示されてい

るが，これは線形回帰モデルに対する結果である．より広いモデル族を扱った

結果としては，指数型分布族に対する解析が ����にある．一方，MDL 規準の密

度関数の推定問題 
density estimation� における強一致性については A�R�Barron

と T�M�Cover����にある．

本章では，ベイズ決定理論に基づくモデル選択を定式化し，これが一致性を

もつことを示した．一致性は最適モデルを発見することが目的の場合には望ま

��
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しい性質と考えられる．しかしその場合だけでなく，次のデータの予測が目的

の場合においても一致性が示され，ベイズ規準では漸近的に最適モデルで予測

するのが良いという結論を得る．AICが階層モデル族に対して一致性をもたな

いのはリスクの推定量を考えているためであるが ��� ���，逆に他の観点からの

AICの優位性も示されている ����� ����．しかし，対象を階層モデル族に限定し

た場合には，最適なモデル m� で予測することが最適であるから，一致性を持

つことは予測の面からも望ましいことであるといえる ����．

条件��では概収束と重複対数の法則を仮定していないので確率収束しか示せ

ないが，重複対数の法則を仮定した条件��では概収束を示すことができる．情

報量規準 HQ のペナルティ項 c log log nは重複対数の法則のもとで導かれており

��	�，BICが強一致性をもつという議論も重複対数の法則を前提にしていること

になる．すなわち，現実的ではないかも知れないが，重複対数の法則が成り立

たないようなモデル族に対しては，BICでも強一致性は成り立たないことにな

る．どんな規準に対しても，一致性を満足しないような特殊なモデル族を作る

ことができることには注意するべきである ���	�．一致性だけがモデル選択基準

の有効性を決定する尺度ではないので，様々な観点からの成果を体系的にとら

える必要がある．

��� 補題と定理の証明

	���� 補題 	��の証明

�つの分布列の漸近正規性については����pp�������	� ����にある．また，��� ���

では事後確率最大推定量 ��km � arg�km max log f
�
km jxn�m� のまわりで展開した

議論を行っている．ここでは第�章の議論と同様に，最尤推定量 ��km を中心にし

た漸近正規性 ����を示す．最初に定理の前半である確率収束について証明を与

える．

第�章と同様に Ln
�kmjm� � log f
�km jxn�m�と球 B�
��km� �
n
�km � �kmjk�km �

��kmk � �
o
� および

 n � �
	
L��n
��

km jm�

��

� �
�
��Ln
�kmjm�
��km
��km�T


�km���km

���
� 
����

を定義しておく．テーラー展開により

f
�km jxn�m� � f
��km jxn�m� exp
n

�km � ��km�TL�
��km jm�

o

��	
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� exp
�
��
�

�km � ��km�T 
I �Rn�L

��
��km jm�
�km � ��km�
�
� 
����

が得られる．ここで Rn は

Rn � L��n
�
km�jm�fL��n
��km jm�g�� � I� 
����

であり，�km� は �km と ��km を結ぶ線分上の点である．L�n
��
km jm�は定義より，

L�n
��
kmjm� � � log f
�km jm�

��km


�km���km

� 
����

で与えられる．一方，
����式より

��km � �k
�

m� in probability� 
���

が成り立っている．

よって，
����式� 
����式，及び

L��n
�
km jm� � �� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T
�
�� log f
�km jm�
��km
��km�T

� 
��	�

より， �km � B�
�k
�

m�に対して一様に

� �

n
L��n
�

km jm�� J�
�km jm�� in probability� 
����

が成り立つ．一方，��km � �k
�

m in probabilityより，B�
��km�� B�
�k
�

m� in probability

が成り立つので， �km � B�
��
km�に対して一様に

L��n
�
km�jm�fL��n
��km jm�g�� � J�
�km�jm�fJ�
��km jm�g��� in probability� 
����

が成り立つ．よって，条件���
�� と ��km � �k
�

m � in probability より，� � �が存在

して，��km � B�
��km�と �
 � �に対して n�� のとき

I �A

� � L��n
�
km�jm�fL��n
��km jm�g�� � I �A

�� in probability� 
����

が成り立つ �．ただし，I は km � km 基本行列，A

�は 
� � のときその最大固

有値が �に収束する km� km 正定値行列である．J�
�km jm�の連続性から，
����
式において 
� � のとき �� � とできることに注意しておく．

�事象 A に対して limn�� P ��A� � � となるとき，�n �� のとき A� in probability�と記述
する．

���
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以上より，

Pn
�� �
Z
�km�B����km �

f
�km jxn�m�d�km � 
����

は n�� のとき確率収束の意味で

f
��km jxn�m� expf�cf�gjdet nj���jdet
I �A

��j����
Z
kzkmk�sn

expf��
�
zTzgdz� 
����

で上界され，

f
��km jxn�m� expf��cf�gjdet nj���jdet
I�A

��j����
Z
kzkm k�tn

expf��
�
zTzgdz� 
����

で下界される．これは，Pn
��が上の上下界を越える確率が n�� で � に収束

するという意味である．ここで �cf は
� logf��km jm�

��km
の最大絶対値，sn と tn は a

�


a

��と ln 
ln�を A

�と  n の最大
最小�固有値として，sn � �
�� a

������ln
���，

tn � �
�� a

������ln
��� で定義される．


���式と
����式より，J�
�kmjm�は連続であるので，

nfL��n
��km jm�g�� � fJ�
�k�m jm�g��� in probability� 
����

となり， ln � �� in probability かつ ln � �� in probability が得られる．よって，

sn ��� in probability と tn � �� in probability が成り立つ．したがって n ��
のとき

jdet
I �A

��j��� expf��cf�g lim
n��Pn
��

� lim
n�� f	
��

km jxn�m�
��km��
�
det

�
�

n
L��
��kmjm�

������

� jdet
I �A

��j��� expf�cf�g lim
n��Pn
��� 
����

が確率収束の意味で成り立つ．

以上より，もし �� � �に対して limn�� Pn
�� � �� in probability�が成り立てば

lim
n�� f	
��

km jxn�m��
q
detJ�
��km jm�

��km��

� in probability� 
���

が明らかに成り立つ．一方，B�
��km� � B�
�k
�

m� であるので，条件��� 
��より，

�� � �に対して limn�� Pn
�� � �� in probabilityが成り立ち，
���式が示された．

条件��，条件��のもとでは，上の議論の確率収束は全て概収束で置き換える

ことができる．すなわち，同様の議論により

f	
��
km jxn�m��

q
detJ�
��km jm�

��km��

� a�s� 
��	�

が成り立ち，証明が完結する．

���
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	���� 補題 	��の証明

条件��，条件��のもとで，補題��と

f
�km jxn�m� � pnkmf	
�km jxn�m�� 
����

より

f
��km jxn�m� �
p
n
km
q
detJ�
��km jm�
p
�

km
� op


p
n
km�� 
����

が成り立つ．ここで op

p
n
km�は limn��

op

p
n
km�p

n
km � �� in probabilityを満たす項で

ある．よって，

� log f
��kmjxn�m� � km
�
log

n

�
� log

q
detJ�
��km jm� � log
� � op
���� 
�����

が得られる．一方，ベイズの定理より

� log f 
xnjm� � � log f
x
njm� ��km�f
��km jm�
f
��km jxn�m� � 
�����

である．
�����式を 
�����式に代入して，補題の前半，すなわち確率収束の意

味での漸近式が得られる．

条件��，条件��が仮定されれば，上の議論の確率収束は概収束で置き換える

ことができ，定理の後半が示される． �

	���� 補題 	��の証明

まず，条件��，条件��のもとで，定理の前半である確率収束を示そう．

条件��� 
�より，�
� � � � に対して n
�� が存在し， n � n
�� のとき

P �
��
�
�����km � �k

�

m

��� � 

g
n�����p
n

��
� � �� �� 
�����

が成り立つ．ここで g
n� は limn�� g
n� �� を満たす任意の関数である．以下
記述の簡便性のため，確率収束の意味でのオーダー Op
��，op
��を用いて議論す
る．
�����式は k��km � �k

�

mk � Op

g
n������
p
n� を意味する．これは �m � M に

対し ��km は �k
�

m の弱一致推定量，すなわち ��km � �k
�

m � in probabilityであること

を意味する．これを k��km � �k
�

mk � op
��と記述する．

補題��より， �m � Mに対し

log
p
xnjm�
p
xnjm��

� log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
�
	km
�
� km�

�



log

n

�

���
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� log p

��km� jm��

q
detJ�
��km jm�

f
��km jm�
q
detJ�
��km� jm��

� op
��� 
�����

が成り立つ．ここで ��km � �k
�

m� in probabilityより，f
��km jm� � Op
��と det J�
��km jm�
� Op
�� も成り立つ．Op
�� は �C � � が存在して n � � のとき jOp
��j � C

in probabilityが成り立つような項である．


�����式と 
�����式より，もし �m �� m� に対して

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n���� in probability� 
�����

が成り立てば証明が完結する．

まず log p�xnjm���km �

p�xnjm��k
�
m �
を評価しよう．テーラー展開より

� log p
xnjm� �k
�

m� �

� log p
xnjm� ��km�� �

�

	
��km � �k

�

m


T �� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

	
��km � �k

�

m




�Op

	�����km � �k
�

m

����

kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml


�km��km�



� 
�����

が得られる．

条件��より，

� �

n

�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

� J�
��km jm�� in probability� 
����

であり，
p
nk��km � �k

�

mk � Op

g
n������ も成り立つ．g
n� は limn�� g
n� � � で
あれば任意だったので，g
n� の発散速度を十分ゆっくりとれば

�
��km � �k
�

m�T
�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km


��km � �k
�

m�

�
p
n
��km � �k

�

m�TJ�
��kmjm�pn
��km � �k
�

m�� a�s� 
���	�

一方， �����km � �k
�

m

��� � Op

	
g
n�����p
n



� 
�����

と 
���式より，

�����km � �k
�

m

����

kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml


�km��km�

� Op

	g
n�p
n



� 
�����

���
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が成り立つ．したがって，g
n� � o
n���� と定義すれば

� log p
xnjm� �k
�

m� � � log p
xnjm� ��km�

�
�

�

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
��km jm�pn
��km � �k
�

m� � op
��� 
�����

条件��� 
�� と k��km � �k
�

mk � op
�� より，J�
��kmjm� � J�
�k
�

m jm�� in probability

も成り立つ．よって，条件��� 
�より ��km � �k
�

m �Op
��
p
n�であるので， �c � �

に対し

lim
n��P � njlog p
xnjm� �k

�

m�� log p
xnjm� ��km�j � c log n
o
� �� 
�����

が成り立つ．すなわち

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm� �k�m�
� op
log n�� 
�����

であり，op
log n�は
op�logn�
logn

� �� in probabilityとなる項である．よって

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n

　� log
p
xnjm� �k

�

m�

p
xnjm�� �k
�

m� �
� km � km�

�
log n� op
log n�� 
�����

が成り立つ．

まず km� � km の場合を考える．
����式より，��km � �km に対し

log
p
xnjm� �km�

p
xnjm� �k
�

m� �
� �Cn� op
n�� 
�����

が成り立つ．ただし C はある正定数であり，op
n� は
op�n�
n

� �� in probability と

なる項である．したがって， �m � M� km� � km に対し

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n � �Cn� km � km�

�
log n� op
n�

� ��� in probability� 
�����

が得られる．

一方，km� � km のときは 
����式より

p
xnjm� �k
�

m� � p
xnjm�� �k
�

m� �� 
����

���
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が成り立っている．よって，
�����式より， �m � M，km� � km に対し

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n � �km � km�

�
log n� op
log n�

� ��� in probability� 
���	�

が成り立つ．以上より，�km �� km� に対し 
�����式が示され，題意の確率収束が

証明された．

次に条件��，条件��のもとで，定理の後半の概収束を示す．

条件��� 
	�より，�m � Mに対し

�����km � �k
�

m

��� � O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
�����

であり，これは ��km が �k
�

m の強一致推定量であることを示している．

補題��より， �m � Mに対し

log
p
xnjm�
p
xnjm��

� log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
�
	km
�
� km�

�



log

n

�

� log f

��km� jm��

q
detJ�
��km jm�

f
��km jm�
q
detJ�
��km� jm��

� o
��� a�s� 
�����

となる．��km � �k
�

m a�s� より，f
��km jm� � O
�� a�s� かつ detJ�
��km jm� � O
��

a�s�であるから，
�����式より，もし �m �� m� に対して

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n���� a�s� 
�����

が成り立てば証明は完結する．

確率収束のときの議論と同様に log p�xnjm���km �

p�xnjm��k
�
m �
を評価しよう．テーラー展開

より，

� log p
xnjm� �k
�

m� � � log p
xnjm� ��km�

��
�

	
��km � �k

�

m


T �� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km

	
��km � �k

�

m




�O
	�����km � �k

�

m

����

kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml


�km��km�



� 
�����

が成り立つ．

���



第 �章 一時点の推定と予測に対するモデル選択と一致性

条件��� 
	�より，

�
��km � �k
�

m�T
�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km


��km � �k
�

m�

�
p
n
��km � �k

�

m�TJ�
��km jm�pn
��km � �k
�

m� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
�����

一方， �����km � �k
�

m

��� � O
	 
log log n����p

n



� a�s� 
�����

と 
���式より

�����km � �k
�

m

����

kmX
i��

kmX
j��

kmX
l��

� log p
xnjm� �km�

��kmi ��kmj ��kml


�km��km�

� O

�

log log n����p

n

�
� a�s�


�����

が成り立つ．したがって，

� log p
xnjm� �k
�

m� � � log p
xnjm� ��km�

�
�

�

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
��km jm�pn
��km � �k
�

m� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
�����

が得られる．

k��km � �k
�

mk � o
�� a�s�より，J�
��km jm�� J�
�k
�

m jm� a�s�が得られるから，

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm� �k�m�
� O
log log n�� a�s� 
����

が成り立ち，

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n

� log
p
xnjm� �k

�

m�

p
xnjm�� �k
�

m� �
� km � km�

�
log n�O
log log n�� a�s� 
���	�

が得られる．

まず km� � km の場合を考えると，
����式より， ��km � �km に対し

log
p
xnjm� �km�

p
xnjm� �k
�

m� �
� �Dn� o
n�� a�s� 
�����

が成り立つ．ただし，D はある正定数である．よって �m � Mかつ km� � km に

対して

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n � �Cn� km � km�

�
log n� o
n�

� ��� a�s� 
�����

���
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が成り立つ．

km� � km のときは 
����式より

p
xnjm� �k
�

m� � p
xnjm�� �k
�

m� �� 
�����

であるから，
���	�式より，�m � Mかつ km� � km に対して

log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� km � km�

�
log n �

km� � km
�

log n�O
log n log n�

� ��� a�s� 
�����

が成り立つ．よって �km �� km� に対して
�����式が示され，証明が完結した．�

	���� 定理 	��の証明

まず，条件��，条件��のもとで弱一致性を示す．L�
m� � Am�は L�
m� � Am��

L�
m� � Am�を含むので，L�
m� � Am�のみを考えれば十分である．

定理��と L�
m
� � Am�の有界性より，

BLDT 
Amjxn� �
X
m�M

L�
m � Am�P 
mjxn� � L�
m
� � Am� � op
��� 
�����

したがって，

min
Am�M

BLDT 
Amjxn�� min
Am�M

L�
m
� � Am�� in probability� 
�����

が成り立つ．よって

arg min
Am�M

L�
m
� � Am� � m�� 
�����

より弱一致性が成り立つことが示された．

もし 条件��，条件��が成り立てば，定理��より，上の議論の確率収束を概収

束で置き換えることができる．したがって，条件��，条件��のもとで強一致性

が成り立つことがわかる． �

	���� 補題 	��の証明

まず，条件��，条件��のもとで確率収束を示す．

p
xjxn�m� �km� は �km � に対して一様連続である．ここで，�D � �C � � に対

して

En�C �

�
�km


����km � ��km

���
J���km jm�

� Cp
n

�
� 
�����

���
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Fn�C �

�
�km

 Cpn �
����km � ��km

���
J���km jm�

� D

�
� 
����

G �
�
�km

����km � ��km
���
J���km jm�

� D
�
� 
���	�

を定義すると，pmpred
xjxn� はZ
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � I� � I� � I�� 
�����

とかける．ここで，

I� �
Z
En�C

p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � 
�����

I� �
Z
Fn�C

p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � 
�����

I� �
Z
G
p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � 
�����

である．

条件���
��と条件���
��より，

sup
x�X

Z
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � C �� 
�����

となる正定数 C � が存在する．

まず，p
xjxn�m� �km�の �km に対する連続性と条件���
��の有界性より，��km �
En�c と �x � X に対して一様に

p
xjxn�m� �km�� p
xjxn�m� ��km�� in probability� 
�����

が成り立つ．したがって，��km � En�c と �x � X に対して一様に

I� � p
xjxn�m� ��km�
Z
En�C

f
�km jm�xn�d�km � op
��� 
�����

次に，��km � �k
�

m � in probabilityと p
xjxn�m� �km�の連続性から，正定数 CR � �

が存在して n�� のとき，

sup
x�X ��km�Fn�C

p
xjxn�m� �km� � CR� in probability� 
�����

が成り立つ．一方，事後密度の漸近正規性より，
Z
Fn�C

f
�km jxn�m�d�km � � �
Z
En�C

f
�km jxn�m�d�km � in probability� 
����

��
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であるから，
�����式と 
����式より，�x � X に対して一様に

I� � CR

�
��

Z
En�C

f
�km jxn�m�d�km
�
� in probability� 
���	�

を得る．一方，条件���
��よりZ
G
p
xjxn�m� �km�f
�km jm�d�km � cint� 
�����

であり，かつ尤度関数は確率収束の意味で漸近的に単峰形でZ
G
f
�km jxn�m�d�km � �� in probability� 
�����

が成り立つから，�x � X に対して一様に

I� � �� in probability� 
�����

が得られる．

C� D を十分大きくとれば，
R
�km��km p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � I�� op
��

となり，すなわち �m � Mと �x � X に対して一様にZ
�km��km

p
xjxn�m� �km�f
�km jm�xn�d�km � p
xjxn�m� ��km� � op
��� 
�����

が成り立つことがわかる．

条件��，条件��を仮定すれば，上の議論の確率収束は概収束で置き換えら

れる．

	���	 補題 	��の証明

まず，条件��，条件��のもとで確率収束を示す．

リスク関数 R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��は �km に対して一様連続である．補

題��の証明と同様に，�D � �C � � に対して

En�C �

�
�km


����km � ��km

���
J���km jm�

� Cp
n

�
� 
�����

Fn�C �

�
�km

 Cpn �
����km � ��km

���
J���km jm�

� D

�
� 
�����

G �
�
�km

����km � ��km
���
J���km jm�

� D
�
� 
�����

を定義すると，条件付きベイズリスクはZ
�km��km

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�xn�d�km � I� � I� � I�� 
�����

��	
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とかける．ここで，

I� �
Z
En�C

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�xn�d�km � 
����

I� �
Z
Fn�C

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�xn�d�km � 
���	�

I� �
Z
G
R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�xn�d�km � 
�����

である．

条件���
��と条件���
��より，�Ap
Xjxn� � fpmpred
Xjxn�g，�Ap
Xjxn� � fp
Xjxn�m� ��km�g
に対し一様に

Z
�km��km

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�xn�d�km � C �� 
�����

となる正定数 C � が存在する．

まず，R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn�� の連続性より，��km � En�c と �Ap
Xjxn�
� fpmpred
Xjxn�g，�Ap
Xjxn� � fp
Xjxn�m� ��km�gに対して一様に

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��� R
p
Xjxn�m� ��km� � Ap
Xjxn��� 
����

が成り立つ．したがって，��km � En�c と �Ap
Xjxn� � fpmpred
Xjxn�g，�Ap
Xjxn�
� fp
Xjxn�m� ��km�gに対して一様に

I� � R
p
Xjxn�m� ��km� � Ap
Xjxn��
Z
En�C

f
�km jm�xn�d�km � op
��� 
����

次に，��km � �k
�

m � in probability と R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn�� の連続性から，
正定数 CR � �が存在して n��のとき，�Ap
Xjxn� � fpmpred
Xjxn�g，�Ap
Xjxn�
� fp
Xjxn�m� ��km�gに対して一様に

sup
�km�Fn�C

R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn�� � CR� in probability� 
����

が成り立つ．一方，事後密度の漸近正規性より，
Z
Fn�C

f
�km jxn�m�d�km � � �
Z
En�C

f
�km jxn�m�d�km � in probability� 
����

であるから，
����式と 
����式より，

I� � CR

�
��

Z
En�C

f
�km jxn�m�d�km
�
� in probability� 
����

���
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を得る．一方，条件���
��よりZ
G
R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�d�km ��� 
����

であり，かつ尤度関数は確率収束の意味で漸近的に単峰形でZ
G
f
�km jxn�m�d�km � �� in probability� 
���

が成り立つから，�Ap
Xjxn� � fpmpred
Xjxn�g，�Ap
Xjxn� � fp
Xjxn�m� ��km�gに対
して一様に

I� � �� in probability� 
��	�

が成り立つ．

C ��� C � ��とすれば，R�km��km R
p
Xjxn�m� �km� � Ap
Xjxn��f
�km jm�xn�d�km

� I� � op
�� となり，すなわち �m � M� �Ap
Xjxn� � fpmpred
Xjxn�g� �Ap
Xjxn�
� fp
Xjxn�m� ��km�gに対して一様にZ

�km��km
R
p
Xjxn�m� �km� � Ap�
X��f
�km jm�xn�d�km

� R
p
Xjxn�m� ��km� � Ap�
X�� � op
��� 
����

が成り立つ．

条件��，条件��を仮定すれば，上の議論の確率収束は概収束で置き換えら

れる．

	���
 定理 	��の証明

まず，条件��，条件��のもとで弱一致性を示す．

補題��と jMjが有限であることから，ある定数 CR が存在して，n � � の
とき

sup
Ap��jxn��m

BR
Apjm�xn� � CR� in probability� 
����

が成り立つ．したがって，P 
m�jxn�� �� in probability より，

BRPD
Apjxn� �
X
m�M

BR
Apjm�xn�P 
mjxn�

� BR
Apjm�� xn� � op
��� 
��	��

よって，

min
Ap��jxn��fpmpred��jxn�g

BRPD
Apjxn�� min
Ap��jxn��fpmpred��jxn�g

BR
Apjm�� xn�� in probability�


��	��

���



第 �章 一時点の推定と予測に対するモデル選択と一致性

したがって，

arg min
Ap�fpm

pred
�xjxn�g

� pm
�

pred
xjxn�� 
��	��

より，弱一致性が示された．

もし 条件��，条件��が成り立てば，定理��より，上の議論の確率収束を概収

束で置き換えることができる．したがって，条件��，条件��のもとで強一致性

が成り立つことがわかる． �

��
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��� 本章の結論

本章ではベイズ決定理論に基づくモデル選択を定式化した．さらに，このベ

イズ規準によるモデル選択の一致性を示した．これにより，真のモデル 
最適モ

デル�の発見が目的の場合，および未来のデータの予測が目的の場合の両者で一

致性が成り立つことが明らかとなった．すなわち，未来のデータの予測が目的

の場合においても，漸近的には最適モデルによる予測がベイズ最適であるとい

える．ただし，ここでもベイズ最適解を求めるための計算量削減は残された課

題である．

一致性は，統計的モデル選択問題において多くの議論がなされてきた性質で

あるが，この一致性の議論の難しさは本質的にモデル族の階層構造に起因する．

すなわち，最適なパラメータを用いた場合には，最適モデルよりも高次のモデ

ルを用いても予測に対して最適であるので，一致性は意味がないとも考えられ

る．しかし，各モデル m � M でパラメータの推定量を用いて予測する場合に

は，最適モデル m� の予測精度が最も優れている．予測を目的とした場合のベ

イズ決定理論に基づくモデル選択は，漸近的にこの最適モデルを選択でき，こ

れは予測に対しても最適なモデルを選択することを意味している．勿論，一致

性が統計的モデル選択基準の唯一の評価ではない．どのようなモデル選択規準

に対しても，一致性をもたないようなモデル族を構成することは可能であるこ

とに注意すべきである．ただし，実際の統計的モデル選択問題は本章で議論し

た階層構造をもつモデル族を対象とすることがほとんどであり，その意味で本

章の結果は意味があるものと考えられる．

本章ではモデル選択の一つの性質として一致性を議論したが，他の観点から

の評価も行われるべきである．例えば，ノンパラメトリックなモデル族に対す

る収束速度，真の確率分布やモデル族をデータ数と共に変化させる場合の議論

などは今後の課題である．

��



第 	章

モデル推定を目的としたモデル選択の
選択誤り率に関する漸近解析

��� 本章の目的

統計的モデル選択問題�	��は，理論的に興味深いテーマであるだけでなく，非

常に広範囲の応用を持つ極めて重要な問題の一つである．とくに候補であるモ

デル族が階層的な構造を持っている場合，次数の低いモデルはより次数の高い


表現能力の高い�モデルに含まれるという性質が問題
あるいは問題設定�を難

しくしている．モデル選択に関しては，AIC ���� BIC ������ MDL ����といった情

報量規準を代表として，様々な観点からの研究 ���� ���� ����がなされている．一

方，第章で述べた通り，もし事前分布が仮定できれば，ベイズ決定理論��� �	�

に基づくモデル選択規準が定式化できる ����．このベイズ規準では様々な損失関

数に対し，有限長のデータに対してベイズ最適なモデル選択とパラメータ推定

が可能となる．ベイズ決定理論に基づくモデル選択は，ベイズ統計の枠組みで

統一した議論が行われるという点で一貫性があり，BICや MDLでも事前分布が

仮定されているように，モデル選択問題に対して非常に相性のよい解法の一つ

である．

本章では，真の構造
真のモデル� m� で表す�の発見を目的とする統計的モデ

ル選択問題に対し，ベイズ決定理論によって最適な推定を行うことを考える．

ここで考慮に入れるべきことは，実際の応用ではデータからモデルを推定した

後，この結果をもとにアクションをとることである．従って，損失関数は現実的

応用を見据えたものであり，かつ一般性があることが望まれる．そこで本稿で

はまず，���損失を含み，問題に応じて設定できる一般化された損失関数を定義

し，ベイズ決定理論に基づくモデル選択を定式化する．

一方，真のモデル m� の発見を目的としたモデル選択基準の一つの合理的な

��
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評価基準は，

P �
e � P �f �m �� m�g� 
	���

で与えられる選択誤り率であろう．ここで， �m はモデル選択によって選ばれた

モデル
推定値�であり，P � はデータを発生する真の確率分布による確率を表す．

情報量規準によるモデル選択に対しては，この選択誤り率の漸近的特性を解析

した結果が示されており ���� ���� ����，モデル選択基準の特性として選択誤り率

を議論することは意味があると思われる．

そこで本章ではまず，定式化したベイズ規準によるモデル選択に関して，一

般的な条件のもとでこの選択誤り率の漸近的上界を解析することにより，その

漸近的性能について考察を与える．また，このようなモデル選択問題の適用例

として，確率モデルのパラメータ変化点検出問題を取り上げ，具体的な計算式

を与えてる．さらにシミュレーション実験により損失関数を変えたときの性能

を調べ，現実問題での有効性を検証する．

��� 問題設定

母集団 
情報源�からの長さ n のデータ系列を xn とし，確率変数 Xn の�つの

実現値を表すものとする．また，確率モデルのクラスを P � fp
�jm� �km�g とす
る．p
�jm� �km� は m と �km で特定される�つの確率分布を表す．mは�つのパラ

メトリッククラスを特定する離散ラベルで，モデルと呼び，可算有限集合Mの

要素とする．すなわち，m � Mかつ jMj ��である．�km � 
�km� � �km� � � � � � �kmkm �T
はモデル m の km次元パラメータであり，�km � �km� �km � Rkm とする．データ

系列 xn は真の分布 p�
�� � p
�jm�� �k
�

m� �に従って得られるものとする．m� は真の

モデル，�k
�

m� は真のパラメータと呼ぶ．モデル選択の目的は，xn に基づき M
から mを選ぶこと，すなわち m の推定量 �mを得ることである．

ここで，モデル選択が議論される現実的問題のほとんどは，全順序の階層構

造，あるいは半順序の階層構造を持ったモデル族であることがわかる．例えば，

ARモデルは全順序を持つ階層モデル族，重回帰モデルは半順序の階層モデル族

に属する．以下にこれらを包含する広義の階層モデル族を定義する．

定義 �� �階層モデル族� モデル m で構成される確率分布のクラスを Hkm とす

る．すなわち，

Hkm �
n
p
�jm� �km�

�km � �km
o
� 
	���

��
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とする．さらにそれぞれのモデルに関し，km� � km� となる m��m� � Mに対し，

Hkm� � Hkm� � 
	���

という入れ子構造が存在してもかまわないものとする．この階層構造は，M の

中で全順序構造でも半順序構造でもよい．階層モデル族を H

H � 	m�MHkm � 
	���

と定義する． �

本稿の定義した階層モデル族は，半順序の階層構造のモデル族を含む極めて

一般的なモデル族を指している�．H�
m� �km� を � log p
�jm� �km� の平均レート，

すなわち

H�
m� �km� � � lim
n��

�

n
E��log p
Xnjm� �km��� 
	���

と定義する．ここで，E���� は真の確率測度 p�
�� に関する期待値である．また
D�
p�kp�kmm �を，

D�
p�kp�kmm � � lim
n��

�

n
E�

�
log

p�
Xn�

p
Xnjm� �km�

�
� 
	��

で定義される p
�jm� �km� の p�
��に対する KL情報量とする．�� � H�
p�� ��
かつ �� � H�
p�

km

m � ��であり，確率測度 p
�jm� �km�のゼロ集合
確率測度 �を

持つ集合�が p�
�� のそれと等しければ，

D�
p�kp�kmm � � H�
m� �km��H�
p��� 
	�	�

が成り立つ．ただし，

H�
p�� � � lim
n��

�

n
E��log p�
Xn��� 
	���

である．さらに，�m � Mに対して，最適パラメータ �k
�

m を

�k
�

m � arg min
�km

H�
m� �km�� 
	���

と定義する．データ系列 xn は真の分布 p�
xn� に従って発生するものとするが，

ここでは選択誤り率を考えるため，真の分布は確率モデル族に含まれるものと

�本章の解析結果は，入れ子構造を全く持たない分離的なモデル族，すなわち �m�
 �m�
� M に対して Hkm� �Hkm�  � �空集合� の場合，さらには階層構造と分離構造が混在するモ
デル族に対しても成り立つ．

��
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する．ただし，真の分布がモデル族に含まれなくても，前章までの議論と同様

に最適モデルを考え，最適モデルの選択できない誤り確率を議論すれば以下

と全く同様の議論が成り立つ．階層モデル族では m� を次のように定義する必

要がある．すなわち，Hkm� �� H の場合に p
xnjm� �km� � p
xnjm�� �k
�

m� �を満たす

m
�� m�� と �km が存在してしまうので，これまでの研究と同様に次のように定

義する ��� �	�．

定義 �� �真のモデル m�� 真のモデル m� は

m� � argmmin
n
km
��km �D�
p�kp�kmm � � �

o
� 
	����

で定義する． �

その結果，Hkm � Hkm� に対しては

��km � �km � 　D�
p�kp�kmm � � �� 
	����

が成り立つ．

一般的には，D�
p�kp�kmm � � �であるからといって，�xn� n � �� �� � � �に対して必
ずしも p
xnjm� �km� � p�
xn�とは限らない．逆に，もし �xn� n � �� �� � � �に対して
p
xnjm� �km� � p�
xn�であれば D�
p�kp�kmm � � �は成り立つ．しかし，現実的応用で

必要となってくるモデル族に関しては，D�
p�kp�kmm � � �は p
xnjm� �km� � p�
xn�と

等価であるといえる．したがって，本章では D�
p�m�kp�kmm � � �は �xn� n � �� �� � � �
に対して p
xnjm� �km� � p�
xn�を意味するものとする．このとき，
	���式� 
	����

式 より，Hkm� � Hkm を満たす mに対し，

p
xnjm� �k
�

m� � p
xnjm�� �k
�

m� �� 
	����

が成り立つ．

具体的なモデル選択問題の一例として，品質管理の分野で特によく研究され

ている母集団
情報源�パラメータの変化位置検出問題を示す�����．

例 �� �確率モデルのパラメータ変化点検出問題� ある特性値 
説明変数�が何水

準
カテゴリ�かに分かれており，目的変数 X の確率分布がそれぞれのカテゴリ

で条件付けられているモデル族を考える����．そのカテゴリ間で分布のパラメー

�このような問題の例として，薬効問題がある．ある薬品の投入量に対して，その薬の効果
がどのように変化するかを調べために，投入量を何段階かに分けて実験を行い解析する問題
である．

��
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タが変化している可能性があり，どのカテゴリ間でパラメータが変化している

かをデータから推定するものとする．この問題でパラメータに変化があるカテ

ゴリ間の位置とそれぞれのパラメータの組は，一つの確率モデルととらえるこ

とができ，半順序を持つ階層モデル族からのモデル選択問題として定式化する

ことができる．

r 水準のカテゴリを C�� C�� � � � � Crとする．X の確率分布は，クラス fp
xj�k�j�k �
�kgに属するものとする．ここで，�k は k 次元パラメータであり，このパラメー

タは，カテゴリ間で変化する可能性がある．問題は，全ての水準から得られた

データに基づいて，パラメータの変化位置とそれぞれのパラメータ値を推定す

ることである．

変化の数が s � � の場合のパラメータの変化位置を ��� ��� � � � � �s�� で表す．た
だし，s � f�� � � � � rgである．全ての変化位置をモデルと呼び，インデックス m

で表す．s � � に対し

m �
n
��� ��� � � � � �s��

o
� 
	����

とし，s � � のとき m � �
変化なし�とする．変化回数 s� � のモデルのパラメー
タ数は km � sk である．m の集合を M， s の集合を S � f�� �� � � � � rg，s を固定

したときの m の集合を T 
s�，モデル m のパラメータ集合を �m，モデル m の

次元
パラメータ数�を km � sk とする．このとき，全モデルクラスは，

H �
n
p
�jm� �sk�

s � S�m � T 
s�� �sk � �m

o
� 
	����

で与えられる．変化位置検出問題は，クラスM から一つの確率モデル m を選

択する問題と等価である．ただし，M � fmjs � S�m � T 
s�g 図	��に � � �� の場

合の，カテゴリ C� と C� の間でパラメータが変化しているモデルの例を示す．

このモデルではパラメータ数は � となり，パラメータ空間は R� で与えられる．

�

��� ベイズ決定理論による定式化

これまでモデル選択問題に対して主に適用されている ���損失は，選択したモ

デルが真のモデルであるとき損失 �，それ以外のモデルであるとき損失 �を与え

たものであり，ベイズ的に選択誤り率を最小化する規準を導くという点で一つ

の客観的な基準を与えている．しかし，適用場面によっては誤り率による評価だ

けでなく，モデル間に何らかの擬距離構造を考えることができる場合があり，な

るべく真のモデルに近いモデルを選択するための規準も有用と考えられる ��	�．

�
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�

C� C� C� C� C

カテゴリ

�
�
��

�r r

r r r��

��

図 	��� パラメータ変化の例

また，真のモデルよりも次数を少なく見積もる誤り 
過小評価� underestimation�

より，多く見積もる誤り
過大評価� overestimation�を避けたいという状況や，こ

の逆の状況も考えられる �����．そこで本稿では，このような要求に応じたベイ

ズ規準を検討し，これらのモデル間の距離構造も表現できる一般的な損失関数

を提案，この損失関数に対するベイズ最適なモデル選択を定式化する．

���損失はモデル間の距離として，同じモデルには �，そうでないときは � を

考えていることになるが，これを含み，より一般的なモデル間の距離を表現で

きる形として，次の損失関数を定義する．

L
m � Am� �

��
�Ca if Am � m

a
m�Am� if Am �� m

	����

ここで，a
m�Am�は a
m�Am� � Ca�かつ maxm�Am a
m�Am� ��を満たす関数，
Am は決定関数を表す．a
m�Am� は Ca より大の値域をとる有界関数であれば

任意であるので，様々な形をとることができる．ここで，Ca � � としても一般

性を失わない．よって，以下では Ca � � として取り扱う．例えば，真のモデル

からパラメータ数が離れる程大きな損失を与えることを考えるならば，Ca � ��

a
m�Am� � jkm� kAmj� などと定義することができる．また，Ca � �� m �� Amの

とき a
m�Am� � �とすれば，���損失となる．その他の具体的に損失を与える方

法については ��	� ���と	����節を参照．

本研究では，モデル mの選択のみを議論しているので，パラメータ推定に関

する損失を議論していない．しかし，現実的応用を考えると次のような m と

�過小評価と過大評価は，分離の誤り，非分離の誤りと呼ぶこともある ����	．

�	
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�km の推定に対する損失関数の設定が可能である．このとき，以下の議論で示

すように mの決定はパラメータの決定とは独立して行うことができ，mのみを

議論することの正当性が示される．パラメータ推定については，問題に応じて

二乗誤差損失など適切な損失関数を設定して決定することができ，これは本章

の議論に影響を与えない．

まず，p
�jm� �km�に対して，決定 Am� A�km を与えたときの損失関数を

L
m� �km � Am�A�km� �

��
� a�
�km � A�km� if Am � m�

am
m�Am� if Am �� m�

	���

と定義する．ここで a�
�km � A�km� と am
m�Am�は sup a�
�� �� � am
�� �� ��を満
たす任意の関数とし，Am � M と A�km � 
A��� A��� � � � � A�km�T は決定関数であ
る����� a�
�km � A�km�� am
m�Am�は任意であるので，現実の応用を考えて適切な

損失関数を設定することができる．これらの損失関数は応用を考慮して決めら

れるべきである．

前節で述べたように，ベイズ最適解は次式の条件付きベイズリスクを，Am

と A�km に関して最小化することによって与えられる����．

BL
Am�A�km� �
X
m�M

Z
�km��km

L
m� �km � Am�A�km�f
�km jm�xn�P 
mjxn�d�km �

	��	�

ここで，L
m � Am�� BL
Am�� BL
A�kmjm�を

L
m � Am� �

��
� � if Am � m�

am
m�Am� if Am �� m�

	����

BL
Am� �
X
m�M

L
m�Am�P 
mjxn�� 
	����

BL
A�kmjm� �
Z
�km��km

a�
�
km� A�km�f
�km jxn�m�d�km � 
	����

と定義しよう．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 �� BL
Am�A�km� を最小化するベイズ最適なモデル �mB
DT とパラメータ

��kmDT は

�mB
DT � argAmminBL
Am�� 
	����

��kmDT � argA�km minBL
A�
kmjm�


m� �mB

DT

� 
	����

��
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で与えられる．

�証明� � � a�
�� �� � am
�� �� という定義より，
	����式は明らか． �mB
DT が与えられ

たもとでは，ベイズ最適なパラメータ推定は 
	����式で与えられる． �

この定理より，モデル mの推定をパラメータ推定と独立に考え，モデル mの

推定のみを考えれば，
	����式の損失に関して モデル m の選択を定式化すれば

よいことがわかる．
	���式のパラメータ推定の損失に対し，二乗誤差損失を仮

定した場合について以下の系を与えておく．

系 �� 
	���式において，二乗誤差損失 a�
�
km � A�km� � �

C

Psk
j 
A�j � �j�

� を与え

た場合，ベイズ最適な推定量 ��kmDT は �mB
DT が与えられたもとで

��kmDT �
Z
�km��km

�kmf
�km jxn�m�d�km

m� �mB

DT

� 
	����

となる．

�証明� 文献 ����を参照．


	����式の損失関数のもとで，データ xn に条件付けられたベイズ最適な決

定は，

BL
Am� �
X
m�M

L
m � Am�P 
mjxn�� 
	����

の最小化によって与えられ，BL
Am�を最小化するベイズ最適なモデル �mB
DT は，

�mB
DT � arg min

Am�M
X
m

L
m � Am�P 
mjxn�� 
	����

となる．ただし，P 
mjxn�はモデル m の事後確率であり，

P 
mjxn� � p
xnjm�P 
m�P
m�M p
xnjm�P 
m�� 
	���

p
xnjm� �
Z
�km��km

p
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � 
	��	�

で与えられる．P 
m� はモデル m の事前確率，f
�km jm� は �km の事前確率密度

である．m �� Amのとき a
m�Am� � � とした���損失を適用した場合には，�mB
DT

は

�mB
DT � arg max

m�M

n
log

Z
�km��km

p
xnjm� �km�f
�km jm�d�km � log P 
m�
o
� 
	����

で与えられる．

��
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��� 漸近的性質の解析

本章では，広いクラスのモデル族に関して，前章で定式化したベイズ最適

なモデル選択の漸近的な特性を解析する．そのために，まず �つの情報行列

I�
�km jm�� J�
�km jm�を定義する�

I�
�km jm� � lim
n��

�

n
E�

�
� log p
Xnjm� �km�

��km
� log p
Xnjm� �km�


��km�T

�
� 
	����

J�
�km jm� � � lim
n��

�

n
E�

�
�� log p
Xnjm� �km�

��km
��km�T

�
� 
	����


���� 仮定

まず，ベイズ理論で設定される事前分布に関して以下を仮定する．

条件 �� 　


�� �m � M に対して，P 
m� � ��


�� �m � M� ��km � �km に対し，f
�km jm� � �，かつ f
�km jm�は �km に関して

�階微分可能とする．

また対象とする階層モデル族に関して次を仮定する．

条件 �� 　


�� 
有界性� ��km � �km� �m � M に対して，� � det I�
�kmjm� � � かつ � �

detJ�
�km jm� ��とする．また，�m � M� ��km � �km に対して jH�
m� �km�j
�� であるとする．


�� 
連続性� ��km � �km � �m � M に対して，I�
�km jm�� J�
�km jm� は �km 上で

�km について微分可能とする．


�� 
健全性� パラメータ空間上に半径 � � � の球 B�
�k
�

m� � f�km � �km jk�km �
�k

�

mk � �gを定義する� このとき，�m � Mと �� � �，条件	��を満たす事前

密度関数 f
�km jm� に対して，事後密度関数はZ
�km�B���

k�m �
f
�km jxn�m�d�km � �� a�s� 
	����

を満たす．

�p���� � Hkm のとき J���k
�
m jm�  I���k

�
m jm� となる．

�	�
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�� 
漸近正規性� �m � M に対して，最尤推定量 ��km � ��km
xn� は漸近正規

性を満たす �	�� ����．すなわち，�km �
p
n
��km
xn� � �k

�

m� の分布は平均


� 共分散 fK�
�k
�

mjm�g�� の km�次元正規分布に分布収束する．ここで，

fK�
�km jm�g�� は

fK�
�km jm�g�� � fJ�
�km jm�g��I�
�km jm�fJ�
�km jm�g��� 
	����

で与えられる行列とする．


�� 
重複対数の法則� �m � M� ��km � �km に対して，次の�つの推定量は重複

対数の法則を満たす�

��km � �k
�

m �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
	����

��
n
log p
xnjm� �km� � H�
p�

km

m � �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
	����

��
n

�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T
� J�
�km jm� �O

�

log log n����p

n

�
� a�s� 
	����

　 �

条件	���
��の健全性は，n が大きくなると，事後確率は真のパラメータの近

傍に集中してくることを述べており，例えば ��� ���において同様の仮定が示さ

れている．�km が有界で Fisher情報行列が退化していなければ健全性は満足さ

れる．しかし，有界でない場合でも，正規分布族と共役事前分布などを当ては

めればすぐ明らかなように，通常有用な分布族はこの条件を満たすものとなっ

ている．これらの分布族を仮定した例	��のモデルが条件	���
��を満たすことも

明らかである．条件	���
��の必要条件に関しては ���参照．

条件	���
��の最尤推定量の漸近正規性と条件	���
��の重複対数の法則につい

ては，最も基本的な真のパラメータがパラメータ空間内に存在する場合につい

て ����で詳しく議論されている．モデル選択で必要となってくるように，真の分

布を表現するパラメータが集合内にない場合 
真のモデルより次数の低いモデ

ルでは真の分布を表現できないので，このようなケースが生じる�については，

�厳密には，R� を任意の直方体として，測度 p��	km � にもとづく確率が ���
 ���	

P �
�
	km � R�

�


Z
�km�Rn

�

p�
�
d	km

��
p
detK��k

�
m jm�

����km��

Z
�km�R�

e
� �

�k�
kmk�

K���k
�
m jm�d	km �

を満たすことを仮定している．

�	�
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�	�� ����を参照．これらの仮定は，実務的に必要となる多くのモデル族で満足さ

れることがわかる．

例えば，二項分布族は，そのパラメータ 
生起確率�の範囲を 
�� �� とすれば，

上の条件	��を満たすことがわかり���� 	��，例	��に対して二項分布を仮定した場

合のパラメータの変化時点検出問題は，この二項分布の組み合わせで与えられ

ることから，明らかに条件	��を満たす．正規分布に対するパラメータ変化時点

検出問題においても，同様に条件	��はみたされる．また，正規雑音を仮定した

重回帰モデル，ARモデルも条件	��は成り立つ ���� 	��．

条件	��では，第章までと異なり，�k�m が �km の内部に一意に存在することを

陽に仮定していない．しかし，これは 
��の漸近正規性の仮定に含まれている．

すなわち，�k
�

m が �km の内部に唯一存在しなければ，最尤推定量の漸近正規性

は成り立たない．


���� 事後確率の漸近正規性

本節では，ベイズ規準に基づくモデル選択の漸近解析に本質的となるパラ

メータの事後確率密度の漸近正規性 ���を示す．具体的には条件	��と条件	��の

もとで，以下の定理が成り立つ．

補題 �� 条件	��� 条件	��のもとで，�m � M に対し，以下の式が成り立つ．�km

�
p
n
�km � ��km� の事後確率密度は次式を満たす．

f	
��
km jxn�m��

q
detJ�
��km jm�

��km��

� a�s� 
	���

ただし，��km � � は ��km に対応する � 空間上の原点，f	
�km jxn�m� は �km を変換

した �km 空間上の事後確率密度であり，

f	
�
km jxn�m� � �p

n
km
f
�km jxn�m�� 
	��	�

で与えられる．

�証明� 第章の補題��と同様に証明できる． �

����pp���	 � ��� は，事後確率最大推定量を用いた漸近正規性の議論をしてい

るが，補題	��は最尤推定量を用いた漸近展開となっている．最尤推定量を用い

た展開をすることにより，モデル選択問題の漸近的性質の解析において，すで

によく知られている最尤推定量の漸近性質を用いた議論が可能となる．また，

�	�
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定理	��は事後確率密度 f	
��km jxn�m� の漸近式のみを示しているが，分布の収束
についても同様に示すことが可能である．本章の以下の議論では，f	
��km jxn�m�
の漸近式のみが使われる．


���� モデル選択の誤り率の上界

ここでは，条件	��� 条件	��のもとで，BL
Am�A�kAm� を最小化するモデル選

択の mに関する選択誤り率の上界を導出する．類似した上界式は，木構造と多

項分布で表現される確率モデル族に対し情報量規準型のモデル選択を行った場

合について，J�Suzuki �����により解析されている．

定理 �� 条件	��� 	��のもとで，真のモデルの選択誤り確率 P �
e は，次のように

与えられる．

P �
e � O

�
�


� � log n��
�
� 
	����

�証明� 	���節参照． �

本章での結果は Suzukiの解析 �����を拡張したものとなっており，結果は当然

ながら，情報量規準のペナルティ項を log n とした場合と同じ上界式になって

いる．

定理	��は

P �
e � O

�
�


log n��

�
� 
	����

であることを述べており，これは BL
Am�を最小化するモデル選択は漸近弱一

致性を持つこと，すなわち，

�mB
DT � m�� in probability� 
	����

を示している．本章では重複対数の法則が成り立つクラスを考えたが，第章，

および ��	�では同様の条件のもとで，BICや MDLが強一致性を持つことを示し

ており，本稿ではこのより強い結果を導くには至っていない．したがって，より

厳しい上界式が存在する可能性があり，これは今後の課題である．

��� 確率モデルのパラメータ変化点検出問題への適用


���� 事後確率の計算式

本節では，例	��のパラメータの変化時点検出問題において，値 �を確率 �で，

値 � を確率 � � � で出力する二項分布族を考え 
k � ��，ベイズ解の計算式を示

�	�
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す．具体的応用では，例えば �は正常，�は異常，などと �� �を何らかの事象と

対応づけることが多い．

niをカテゴリCiのサンプル数，yiをそのうちの �の個数とする．xi � 
yi� ni�yi�
である．このときs次元パラメータを持つモデル m � f��� ��� � � � � �s��g の尤度関
数は，

P 
xnjm� �s� �
sY

j��

�

P�j
i
�j����

yi

j 
� � �j�
P�j

i
�j����
�ni�yi�

� 
	����

で与えられる．ただし，��� � �である．ここで，�j の事前分布として共役事前

分布であるベータ分布

f
�j� �
%
	 � ��

%
	� � %
��
����j 
� � �j�

���� 
	����

を仮定すれば，

log
Z
�sk��sk

P 
xnjm� �sk�f
�skjm�d�sk � log P 
m�

�
sX

j��

log
%

P�j

i��j���� yi � 	�%

P�j

i��j����
ni � yi� � ��

%

P�j

i��j���� ni � 	� ��
�s log

%
	 � ��

%
	� � %
��
�log P 
m��


	����

となる．したがって，
	����式を使って BL
Am�A�Am� を計算すれば，ベイズ最

適なモデル選択が可能となる．���損失の場合は，
	����式を最小化するモデル

がベイズ最適である．


���� 選択誤りのトレードオフを考慮したモデル推定

本節では有用な損失関数の一つとして，

a�
A�
km � �km� �

�

C

skX
j


A�j � �j�
�� 
	����

am
Am�m� �

�����
����
a� if Am �� m�kAm � km�

a�jkm � kAmj if kAm � km�

a�jkAm � kmj if kAm � km�


	����

を考える．ここで C は C � sup
P

j
A�j � �j�� を満たす定数，a�� a�� a� は � �
a�� a�� a� �� を満たす任意の重み 
定数�である．パラメータに対する二乗誤差
損失は一般に広く適用されている有用な損失の一つである．
	����式はモデル

間の次元の絶対誤差損失 am
Am�m� � jkAm � kmj に重みを考慮した一般化に

�	�
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なっている．重み a� と a� はそれぞれ，�つの方向の誤り，すなわち過大評価


overestimation�と過小評価
underestimation�に対する損失の大きさを表している．

重み a� と a� を目的に合わせて設定することにより，過大評価と過小評価の一

方の誤り率を小さくすることが可能である．このような要求は，実際の問題に

おいて，例えば変化がある場合には必ず検出したいという場合や，逆に変化が

ないのにあると誤判断してしまうことは避けたいというような場合に生じる
．


���� シミュレーション実験

この損失関数を適用した場合のモデル選択の挙動を認識するために，	����節

のモデルに対してシミュレーション実験を行った．モデルの選択のみを議論し，

損失としては
	����式を考える．本章の結果より，モデル選択の誤り率は � に収

束することが予想されるが，シミュレーションによりその速度がどの程度かを

把握することができる．

m��j の事前分布はともに一様分布とし，r � �� m� � f��� ��g � f�� �g とした．
真のパラメータは �
S�� � �
S�� � ���� �
S�� � ���� �
S�� � �
S� � ��� とする．

a� � �とし，以下の �つのケースを実験した．

�� a� � �� a� � ��

�� a� � ���� a� � ��

�� a� � a� � ��

�� a� � �� a� � ����

�� a� � �� a� � ��

サンプル数を変え，それぞれのサンプル数で �����回の繰り返しを行い，モデル

選択の選択誤り率を計算した．

�mB
DT �� m�となる選択誤り率の推移を図	��に示す．この図より，誤り率は �に

収束していく様子が伺え，
	����式の弱一致性が確認された．nが小さいときに

は，選択誤り率の逆転現象が起こっているが，nが大きくなるに従って規則的に

�に収束していくことが分かる．

�種類の方向の誤りの確率の推移を示したのが，図	��と図	��である．これら

の図より，よりシンプルなモデルを選ぶ確率を小さくすると複雑なモデルを選

�これは仮説検定において �方向の誤りを考え，それらのトレードオフの関係を議論するこ
とと同様の議論である．

�	�
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図 	��� モデル選択の選択誤り率の推移

図 	��� 真のモデルより次元数の小さいモデルを選択した確率

択する確率が大きくなってしまい，逆も成り立つことがわかる．すなわち，重

み a�� a� を変えることによって，誤りの方向のトレードオフを取り扱うことが

できることがわかる．しかし，よりシンプルなモデルを選択してしまう確率は

サンプル数の増加と共に急速に減少することがわかる．これは，モデル間で次

元数に差があるという，統計的モデル選択特有の問題設定の本質的な性質であ

る．図	��において，nが小さいときに逆転現象が起きるが，nが大きくなると

規則的になるのは，このようにシンプルなモデルへの誤り率が速やかに � に収

束していくためである．

�	
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図 	��� 真のモデルより次元数の高いモデルを選択した確率

��� 補題と定理の証明


�	�� 定理 
��の証明

BL
Am� �
P

m L
m � Am�P 
mjxn�と定義すると，m�が真でもあるにかかわら

ず，他のモデルを選択してしまう選択誤り確率 P �
e は，

P �
e � P �hxn�m �� m� BV 
m�� � BV 
m�

i
� 
	���

である．従って，BL
m�� � BL
m�となる事象の確率を評価して，ユニオンバウ

ンドをとればよい．

ここで，Lmax � maxm�m� L
m�m�� � maxm�m� a
m�m��� Lmin � minm�m� a
m�m��

と定義する．損失に関する前提より，� � Lmin � Lmax ��であることに注意．
まず，L
m�m� � � であることから

BL
m�� �
X

m� ��m�

L
m� � m��P 
m�jxn�

�
X

m� ��m��m

L
m� � m��P 
m�jxn� � L
m � m��P 
mjxn� 
	��	�

BL
m� �
X
m� ��m

L
m� � m�P 
m�jxn�

�
X

m� ��m�m�

L
m� � m�P 
m�jxn� � L
m� � m�P 
m�jxn� 
	����

が成り立つことが分かる．従って，

BL
m���BL
m�

�		
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� L
m � m��P 
mjxn�� L
m� � m�P 
m�jxn�
� LminP 
mjxn�� LmaxP 
m

�jxn� 
	����

が導かれるので，C � Lmin

Lmax
として

CP 
mjxn� � P 
m�jxn�
 BL
m�� � BL
m� 
	����

である．

従って，

P � �BL
m�� � BL
m�� � P � �CP 
mjxn� � P 
m�jxn�� 
	����

と上界できるので，ユニオンバウンドをとって

P �
e � P � ��m �� m�� CP 
mjxn� � P 
m�jxn��
� X

m��m�

P �
�
log

P 
m�jxn�
P 
mjxn� � logC

�

	����

という形で誤り確率が上界できる．

一方，補題	��より，

f
��km jxn�m� �
p
n
km
q
detJ�
��km jm�
p
�

km
� o

	p
n
km


� a�s� 
	����

が得られる．ベイズ規則

p
xnjm� � p
xnjm� ��km�f
��km jm�
f
��km jxn�m� � 
	����

より，
	����式を 
	����式に代入すると，�m � Mに対して，

P 
mjxn� � p
xnjm�P 
m�

�
p
xnjm� ��km�f
��km jm�P 
m�p�km

p
n
km
q
detJ�
��km jm�

f� � o
��g� a�s� 
	����

が得られる．
	����式より，f
��km jm� � O
��� a�s�，
q
detJ�
��km jm� � O
��� a�s�で

あるから，
	����式より，ある定数 C � が存在して，

P �
e �

X
m��m�

P �
�
log

P 
xnjm� ��km�nkm���

P 
xnjm�� ��km� �nkm��
� C �

�
� 
	���

が得られる．さらに，チェビシェフの不等式 ���より，

P �
e �

X
m��m�

V �
�
log p�xnjm���km �

p�xnjm����km� �
� km��km

� log n� C �
�

�
E�

�
log p�xnjm���km �

p�xnjm����km� �
� km��km

� log n� C �
��� � 
	��	�

�	�
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E����と V ����は p
�jm�� �k
�

m� � による期待値と分散である．

まず，m � Mに対する log p�xnjm���km �

p�xnjm��k
�
m �
を評価することから始める．テーラー展

開により ���，

� log p
xnjm� �k
�

m� � � log p
xnjm� ��km�

��
�

��km � �k

�

m�T
�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T


�km���km


��km � �k
�

m�

�O
������km � �k

�

m

���� log p
xnjm� �km��
�
� 
	����

が得られる．ここで，�km� は �k
�

m と ��km の間にある点である．
	����式より，あ

る定数 C� � �が存在して，n�� のとき，
p
n
�����km � �k

�

m

��� � C�
log log n�
���� a�s� 
	����

が成り立つ．この式と 
	����式より，ある定数 C� � � が存在して，n � � の
とき， ��

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

m jm�pn
��km � �k
�

m�

�
�

�

��km � �k

�

m�T
�� log p
xnjm� �km�

��km
��km�T

��km � �k

�

m�


�km���km

� 
log log n����p
n

� a�s� 
	���

が成り立つ．一方，
	����式と，�km� � �k
�

m � a�s�であることから，�
 � �に対し

て正定数 C� � �が存在して n�� のとき，
log p
xnjm� �km��

 � nC� � n
� a�s� 
	���

となり，したがって正定数 C� � �が存在して n�� のとき，
�����km � �k

�

m

���� log p
xnjm� �km��
 � C�


log log n����p
n

� a�s� 
	���

が成り立つ．
	����式 と 
	���式� 及び 
	���式より，ある正定数 C � �が存在し

て，n�� のとき，log p
x
njm� ��km�

p
xnjm� �k�m�
� �

�

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

m jm�pn
��km � �k
�

m�


� C


log log n����p
n

� a�s� 
	���
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が成り立つ．上の展開より，ある正定数 C
 � �が存在して，n�� のとき，log p
xnjm� ��km�

p
xnjm�� ��km� �
� log p
xnjm� �k

�

m�

p
xnjm�� �k
�

m� �

� �

�

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

m jm�pn
��km � �k
�

m�

�
�

�

p
n
��km� � �k

�

m� �TJ�
�k
�

m� jm�pn
��km� � �k
�

m� �


� C



log log n����p
n

� a�s� 
	���

が成り立つことがわかる．

まず，p
�jm� �k
�

m� �� p�
��の場合を考える．この場合には，
	����式と
	����式か
ら，正定数 D� � �� C� � �が存在して，n�� のとき，log p
x

njm�� �k
�

m� �

p
xnjm� �k�m�
� nD�

 � C�

p
n
log log n����� a�s� 
	���

が成り立つ．また
	����式�より，定数 C� � �が存在して，n�� のとき，
pn
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

m jm�pn
��km � �k
�

m�
 � C� log log n� a�s� 
	��

が成り立つ．
	���式と 
	��式より，正定数 D� � �� C	 � �が存在して，n��
のとき，

nD� �

�
km�

�
� km

�

�
log n� C	

p
n
log log n����

� log
p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
� km

�

�
log n� C �

� nD� �

�
km�

�
� km

�

�
log n� C	

p
n
log log n����� a�s� 
	�	�

が成り立つことがわかる．これまでの議論が，確率�での収束を扱っていること

から，これらの期待値を取ることができて，D� � � に対して，n�� のとき，

nD� �

�
km�

�
� km

�

�
log n� C	

p
n
log log n����

� E�
�
log

p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
� km

�

�
log n� C �

�

� nD� �

�
km�

�
� km

�

�
log n� C	

p
n
log log n����� 
	���

���
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が成り立つ．
	�	�式より，正定数 C�� � �が存在して，�
 � � に対して n��
のとき

V �
�
log

p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
� km

�

�
log n� C �

�
� C��n log log n� 
	���

が成り立つ．
	��	�式� 
	���式� 
	���式より，p
�jm� �k
�

m� �� p�
��を満たす mを選

択してしまう誤り確率 P �
e��m�は，

P �
e��m� � O

�
log log n

n

�
� 
	�	��

とバウンドされる．

次に，p
�jm� �k
�

m� � p�
�� の場合を考える．このときは

log
p
xnjm� �k

�

m�

p
xnjm� �k
�

m� �
� �� 
	�	��

が成り立つので，ある正定数 C�� � �が存在して，n�� のとき，
log p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�
�

�

p
n
��km� � �k

�

m� �TJ�
�k
�

m� jm�pn
��km� � �k
�

m� �

��
�

p
n
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

m jm�pn
��km � �k
�

m�


� C��


log log n����p
n

� a�s� 
	�	��

ここで， limn��
�log log����p

n
� �である．一方，��km の漸近正規性より，

lim
n��E� hpn
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

mjm�pn
��km � �k
�

m�
i
� TrfJ�
�k�mjm�g��I�
�k�m jm��


	�	��

が成り立つ．また，p
�jm� �k
�

m� � p�
��のときは，J�
�k�m jm� � I�
�k
�

m jm�が成り立
つので，TrfJ�
�k�m jm�g��I�
�k�mjm� � km となり，

lim
n��E� hpn
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

m jm�pn
��km � �k
�

m�
i
� km� 
	�	��

が得られる．同様に，

lim
n�� V � hpn
��km � �k

�

m�TJ�
�k
�

mjm�pn
��km � �k
�

m�
i
� km� 
	�	��
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となる．
	�	�� 式は確率 �で成り立つので，ある正定数 C�� � � が存在して，
n�� のとき， E�

�
log

p�xnjm� ��km�

p�xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
�
km

�

�
logn � C�

�

�
km�

�
� km

�
�
�
km�

�
� km

�

�
log n


� C��


log log n����p
n

� 
	�	�

が成り立つ．このことは，n�� のときに��
km�

�
� km

�

�

�� log n� �C��


log log n����p
n

��

�
�
E�
�
log

p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
� km

�

�
log n� C �

���

�
��

km�

�
� km

�

�

� � log n� � C��


log log n����p
n

��

� a�s� 
	�		�

であることを意味している．一方，

V �
�
log

p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
� km

�

�
log n� C �

�
� V �

�
log

p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �

�
� 
	�	��

であることから，C�� � �が存在して n�� のとき，

V �
�
log

p
xnjm� ��km�

p
xnjm� ��km� �
�

�
km�

�
� km

�

�
log n� C �

�

� km � km� � �kmkm� � C��

log log n����p

n
� 
	�	��

が成り立つ．これは，

V �X � Y � � V �X� � V �Y � � �V �X�V �Y �� 
	����

から導かれる．
	��	�式� 
	�		�式，
	�	��式より，p
�jm� �k
�

m� � p�
�� を満たす m�

以外のある mを選択してしまう誤り確率 P �
e��m�は

P �
e��m� � O

�
�


�� log n��
�
� 
	����

が導かれる．
	�	��式と
	����式より，
	��	�式のようにユニオンバウンドをとれ

ば定理が得られる． �

���
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��� 本章の結論

本章では，第章で定式化したベイズ決定理論に基づく統計的モデル選択に

おいて，真のモデルを発見するという目的に対する一般的な損失関数を定義し

てベイズ最適な決定方法を示し，一般的な条件のもとで，この選択方法の選択

誤り率の上界を導出した．その誤り率の上界は J�Suzukiが木構造のモデル族の

情報量規準によるモデル選択に対して導出した結果を，ベイズ規準とより広い

モデル族へ拡張したものとなっている．勿論，情報量規準によるモデル選択に

ついても，木構造に限定しない階層モデル族に対して J�Suzuki の結果と同じ形

の上界を導くことができる ����．

さらに，本章では現実問題への適用例として，確率モデルのパラメータ変化

点検出問題を取り上げ，�方向の選択誤りを考慮した損失関数を設定し，シミュ

レーション実験を通じてその特性を評価した．これにより，損失関数の重みを

変化させることにより，�方向の誤り率をトレードオフを制御できることが明ら

かとなった．また，真のモデルより次元の低いモデルへの選択誤り率は速やか

に � に近づき，より次元の高いモデルへの誤り率は収束が遅いことが示された

が，これは階層構造のモデル族の本質的な性質である．このため，より次元の

高いモデルへの誤りを抑えるように重みを設定すれば，全体として選択誤り率

が減少することになる．実際の問題では解析の目的を考慮した上で，本章で示

した特性も考慮して損失関数を適切に設定する必要がある．

本章の選択誤り率の上界の導出において議論した階層モデル族は，現実的応

用で考えられる広いクラスの分布族を含むものとなっている．しかし，その手

法はチェビシェフの不等式に基づくものであり，さらに厳しい上界が存在するこ

とが予想される．この点を踏まえ，さらに厳しい上界を示すことが今後の課題

である．

���



第 
章

一般の累積損失に対する拡張確率的コ
ンプレキシティの漸近解析

��� 本章の目的

J�Rissanen は統計的モデルの良さを測る尺度として 確率的コンプレキシティ


stochastic complexity� SC� ����� という概念を提案し，現在も広く研究が行われ

ている．これは，与えられたデータ系列の情報量を，ある仮定した確率モデル

族を用い，最小記述長の概念 ����で測ろうとしたものである．これは，あるパラ

メトリックなモデル族が与えられたときに，このモデルでデータ系列を符号化

したときの最小記述長を考えることになる．もし，パラメータ空間上に事前確

率が与えられているならば，この事前分布に対して平均的な意味で，平均符号

長を最小化する符号化を考えればよい．これは J�Rissanen が ���	年に提案した

SC の一つの形であり，いわゆるベイズ符号の符号長で与えられる．

SC では符号長を考えているので，対数損失を設定していることになる．最

近，K�Yamanishiは学習問題などへの応用を踏まえ，SCの対数損失をより一般の

損失関数へ拡張し，拡張確率的コンプレキシティ
extended stochastic complexity�

ESC�という規準を提案した �����．さらに，ESC の漸近評価を与え，ESC をバッ

チ的な学習問題とオンライン的逐次予測�学習問題に適用して，それらの学習の

漸近性能を示している．しかし，K�Yamanishi の漸近解析では個々の全ての系列

に対して一様に成り立つ ESCの漸近式の上界を与えているが，o
log n� 以下の項

は評価できていない．ESCの平均値に関しても上界を与えているが，これらの

下界が示されていない．しかし，ESC を適用した学習問題の評価を精密な形で

与えるためにも，より詳細な項までの解析が必要であることが �����においても

指摘されている．

本研究では，データ系列に対して一様に成り立つ式を議論する代わりに，真

���
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の情報源から出現する系列に関して成り立つ性質を考える．まず，ESC におい

ても成り立つベイズ統計に似た興味深い性質，すなわちベイズ規則の一般化と

オンライン型の ESC で定義されるパラメータ上の分布列に関する漸近正規性，

という �つの性質を示す．さらに，この結果を用い，o
�� の範囲内まで詳細な

ESC の漸近式を，概収束と平均収束の意味で与える．

��� 準備

����� 確率的コンプレキシティ� SC

本章では K�Yamanishi の定式化に準じて，二つの確率変数の関係を考える問

題を扱う．例えば回帰モデルの説明変数と目的変数がこの二つの変数にあたる

が，説明変数を常に固定させれば，これは一つの確率変数列を考えていること

になる．

X � Y� Z 上の確率変数を X� Y � Z とする．ここで，Z � 
X�Y � である．

zn � z�z� � � � zn を長さ n の i�i�d�系列とし，zi � 
xi� yi�� xi � X � yi � Y� zi � Z�
i � �� �� � � � � nとする．確率モデル族はパラメトリックな形で Pk � fp�k 
Y jX� � �k
� �kgと与えられ，�k は k次元パラメータ，�k は k次元ユークリッド空間 Rk の

部分集合とする．pは確率，あるいは確率密度を表す．

ここで，パラメータ空間上に事前密度 
�k� � が与えられているものとする．

SCの形としてはいくつか提案されているが，ここでは次のものを考える�����．

SC
ynjxn� � � log q
ynjxn�� 
����

q
ynjxn� �
Z
�k��k

p
ynjxn� �k�
�k�d�k� 
����

� log q
ynjxn�は xnを受け取ったもとでの ynの理想符号長を表している．ここで，

� log q
ynjxn� � �
nX
t��

log q
ytjxt� zt���� 
����

q
ytjxt� zt��� �
Z
�k��k

p
ytjxt� �k�
�kjzt���d�k� 
����

と分解できる．ただし，ここでは 
�kjzt��� はベイズの事後確率密度を表して

�前章まででは事前密度を f��k� と与えていたが，ESC では後でデータをもとに ������式で
事前分布を更新したとき，もはや ���kjzt��� はベイズの事後確率 f��k jzt��� とは異なるのでこ
れを明確にするため ���k� と定義した．

���
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おり，


�kjzt��� �

t��Y
i��

p
yijxi� �k�
�k�
Z
�k��k

t��Y
i��

p
yijxi� �k�
�k�d�k
� 
����

で与えられる．このように，符号化の問題では， zn を一括で符号化したときの

符号長と逐次的に符号化した場合の全符号長が一致し，符号長の面からは両者

を別々に取り扱う必要がない．

����� 拡張確率的コンプレキシティ� ESC

まず最初に決定関数のクラス D を定義する．これは D � fd�k 
X�j�k � �kgで
表される関数 d
�� の集合，あるいは D � fp
Y jX� �k�j�k � �kgで表される条件付
き分布 p
�j�� �k�の集合であり，仮説集合と呼ぶ．�k は決定関数を特徴づける k 次

元パラメータであり，k次元ユークリッド空間 Rk のコンパクト部分集合とする．

L を損失関数，L
Y�D� を Y をある決定 D で予測したときの損失値とする．

ここで，D は有限集合や R� の部分集合，あるいは Y 上の確率や確率密度の集
合の要素である．

仮説集合が実数値をとる関数の集合 D � fd
X�g で表されるとき，損失関数
は L
Y� d
X�� で与えられる．例えば，	 損失 
	�loss function� は

L
Y� d
X�� � jY � d
X�j�� 
	 � ��� 
���

で与えられ，��� 損失 
��� loss function� は

L
Y� d
X�� �

��
� � if Y � d
X�

� if Y �� d
X�
� 
��	�

で与えられる．

仮説集合が条件付き確率分布の集合 D � fp
Y jX�g で与えられるとき，損失
関数は L
Y� p
�jX��で与えられる．例えば，対数損失 
logarithmic loss function�は

L
Y� p
�jX�� � � log p
Y jX�� 
����

で与えられる．p
Y jX�が Y の条件付き確率，すなわち P 
Y jX�である場合の 	

損失 
	�loss function� は

L
Y� P 
�jX�� � 
�� P 
Y jX���� 
����

��
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で与えられる．他の損失関数の例については �����を参照．以後，記述の簡便性

のため，L
Y� d
X�� も L
Y� p
�jX�� も，L
Z � d�と記述する．

� � � をある定められた値とし，zn の ESCは以下で定義される ����� ����．

ESC
zn� � ��
�
log

Z
�k��k

exp

�
��

nX
t��

L
zt � d�k �

�

�k�d�k� 
�����

ただし，d�k は決定関数が連続パラメータ �k � �k でラベル付けされていること

を意味する．ESC に関しては，以下の性質が明らかにされている �����．

補題 �� 
P�D� � L� が与えられたとき， 任意の zn に対して ESC は次式を満

たす．

ESC
zn� �
nX
t��

L
ytjxt� zt���� 
�����

ここで，

L
ytjxt� zt��� � ��
�
log

Z
�k��k

exp
��L
zt � d�k ��
�kjzt���d�k� 
�����


�kjzt��� �
exp

�
��� t��X

j��

L
zj � d�k �

�
A 
�k�

Z
�k��k

exp

�
��� t��X

j��

L
zj � d�k �

�
A
�k�d�k

� 
�����

であり，また� 
�kjz�� � 
�k�，L
z� � d�k � � � である． �

この補題により，ESCは逐次的に予測・学習を進めていくタイプの逐次型
オ

ンライン型�学習�予測問題の累積損失として適用可能となる．しかし，
�kjzt���
は �k 上の確率分布を与えるが，一般にベイズの事後密度確率ではない．設定し

た損失を平均的に小さくする �k に対して，相対的に高い密度が与えられる関数

になっている．対数損失と � � � を仮定したときは，

L
ytjzt��� xt� � � log
Z
�k��k

p�k 
ytjxt�
�kjzt���d�k� 
�����


�kjzt��� �

t��Y
j��

p�k 
yjjxj�
�k�
Z
�k��k

t��Y
j��

p�k 
yjjxj�
�k�d�k
� 
�����

となり，
�����式はベイズの事後確率密度となる．

��	
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��� 主結果	 ESC の解析

まず最初に，h
xn�と h
xnj�k�を以下のように定義する．

h
zn� �
Z
�k��k

exp

�
��

nX
t��

L
zt � d�k �

�

�k�d�k� 
����

h
znj�k� � exp
�
��

nX
t��

L
zt � d�k �

�
� 
���	�

このとき，
nX
t��

L
zt � d�k � � �
�

�
log h
znj�k�� 
�����

という関係式が成り立っている．

このとき，以下の補題が容易に導かれる．

補題 �� �ベイズ規則の一般化� h
zn�� h
�kjzn� に対し，次式が成り立つ．

h
zn� �
h
znj�k�
�k�

�kjzn� � 
�����

�証明� 定義より自明である． �


�����式は，ベイズ規則

f
�kjzn� � p
znj�k�f
�k�
p
zn�

� 
�����

から導かれる式

p
zn� �
p
znj�k�f
�k�
f
�kjzn� � 
�����

の拡張になっている．ただし，f
�k� � 
�k�である．
�����式より，

ESC
zn� � ��
�
log h
znj�k�
�k� � �

�
log 
�kjzn�� 
�����

が成り立つ．したがって，log 
�kjzn�が解析できれば ESC
zn� の漸近式が与え

られることになる．

つぎに，確率分布列 
�kjzn� に関する重要な性質を示す．多くの有用な確率
モデル族に対して，ベイズの事後確率 f
�kjzn� は漸近的に正規分布に収束する
ことが知られている ��� ���．実は次に示すように，ベイズの事後確率密度を一

般化した 
�kjzn�についても漸近正規性が成り立つことがわかる．

���
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まず，情報行列 Q�
�k�，R�
�k�を

Q�
�k� � �E�
�
�� log h
Zj�k�
��k
��k�T

�

� �E�
�
��L
Z � d�k �

��k
��k�T

�
� 
�����

R�
�k� � E�
�
� log h
Zj�k�

��k
� log h
Zj�k�

��k�T

�

� ��E�
�
�L
Z � d�k �

��k
�L
Z � d�k �


��k�T

�
� 
�����

と定義しておく．ここで，E� は真の分布による期待値であり，T は転値を表す．

損失最小推定量 ��k，
�kjzn�を最大値 ��k� 最適パラメータ �k
�

を次のように定

義する．

��k � arg min
�k

�

n

nX
t��

L
zt � d�k �� 
�����

��k � arg max
�k


�kjzn�� 
����

�k� � arg min
�k

E� �L
Z � d�k �� � 
���	�

�� � � とし，�k 上に球 B�
�k�� � f�k � �kjk�k � �k�k � �g を定義する．同様に，
B�
��

k� � f�k � �kjk�k � ��kk � �gである．
まず，事前分布 
�k�について，以下を仮定する．

条件 �� 
�k� は �k 上で有界で�階微分可能とする．

次に，確率モデル族に対して次の条件を仮定する．これらは，損失最小推定

量の漸近正規性のために �	��� p���� において仮定されている条件である．

条件 �� 　


�� �k はコンパクト集合である．


�� �k� は �k の内部に唯一存在する．


�� Q�
�k� は正定値行列で，�k に対して連続微分可能である．


�� �
n

Pn
t�� L
zt � d�k � は，�n � f�� �� � � �g に対し，ほとんど確実に �k 上で連続

である．


�� �k 上で一様に， �
n

Pn
t�� L
zt � d�k � � E� �L
Z � d�k ��� a�s�

���
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� E� �L
Z � d�k �� は �k 上で � 階微分可能，かつ �
n

Pn
t�� L
zt � d�k � も �n �

f�� �� � � �g に対して，ほとんど確実に �k 上で�階微分可能である．


	� �k 上で一様に，

�

n

�

��k

nX
t��

L
zt � d�k ��
�

��k
E� �L
Z � d�k�� � a�s� 
�����

�

n

��

��k
��k�T

nX
t��

L
zt � d�k �� E�
�
��L
Z � d�k �

��k
��k�T

�
�
�

�
Q�
�k�� a�s� 
�����


�� �中心極限定理� �p
n

Pn
t�� L
Zt � d�k�� は正規分布 N

� �

��
R�
�k��� に法則収束

する． �

例 �� ����� X � fX � 
X��X�� � � � �Xk�T � ��� ��k � X�
� � X�

� � � � �Xn
k � �g か

つ Y � ��� �� とする．パラメータ集合を �k � f�k � 
��� ��� � � � � �k�T � ��� ��k

� ��� � ��� � � � � ��k � �g とし，仮説集合を H � ff�k 
X� � 
�k�TX � X � X � �k � �kg
とする．この場合，条件 ����
��は明らかに成り立つ．ここで，二乗誤差損失

L
Y� f�k
X�� � 
Y � f�k 
X��
� を適用しよう．このとき条件 ����
��が成り立つ．

また，

I�
�k� � �E�
�
��
Y � 
�k�TX��

��k
��k�T

�
� 
�����

から，

I�i�j � ��E
� �XiXj � � 
�����

が成り立つ．ここで，I�i�j は I�
�k� の i�j 要素である．すなわち，I�
�k� �

��E�
h
XXT

i
となる．もし，�i � f�� �� � � � � kg に対し � � E� �
Xi��� であれば，

I�
�k� は正定値行列であり，条件����
��が成り立つ．さらに，

E� �L
Y� f�k 
X��� � E� h
Y � 
�k�TX��i

� E� hY �
i
� �

kX
i��

�iE
� �Y Xi� �

kX
i��

kX
j��

�i�jE
� �XiXj � � 
�����

であるので，i � �� �� � � � � k に対し

�E� �L
Y� f�k 
X���
��i

� ��E� �Y Xi� � �
kX

j��

�jE
� �XiXj� � 
�����

が成り立つ．すなわち，

�E� �L
Y� f�k 
X���
��k

� ��E��Y X� � �E� hXXT
i
�k� 
�����

���



第 �章 一般の累積損失に対する拡張確率的コンプレキシティの漸近解析

が成り立つ．したがって，もし �k� が �k の内部に存在するならば，�k� は正規

方程式

E��XXT ��k� � E��Y X�� 
�����

をみたす．もし fE��XXT �g�� が存在すれば，�k� � fE��XXT �g��E��Y X� が成

り立つ．勿論，fE��XXT �g��E��Y X� � �k は常に存在するとは限らないが，

fE��XXT �g��E��Y X� �� �k であるということは仮説集合 H � ff�k
X� � 
�k�TX �

X � X � �k � �kgが不適切であることを示している．そこで � �
���fE��XXT �g��E��YX�

����
� � を仮定しよう．これは，仮説集合が真の確率分布�ターゲット�に対して適切

に構成されていることを意味する．この場合には �k� は �k の内部に一意に存在

し，条件����
��が成り立つ．

確率変数 X と Y は有限の分散を持つので， �
n

Pn
t�� xt
xt�

T � E��XXT �� a�s��
�
n

Pn
t�� ytxt � E��YX�� a�s�� �

n

Pn
t��
yt�

� � E��Y ��� a�s� が成り立つ ����．一方で
�
n

Pn
t�� L
zt � f�k � は

�

n

nX
t��

L
zt � f�k � �
�

n

nX
t��


yt � f�k 
xt��
� � 
����

で与えられる．したがって，条件 ����
��� 
	�が明らかに成り立つ．さらに，

E�
h

�p
n

Pn
t�� L
Zt � f�k��

i
� � かつ L
Zt � f�k�� の分散は有限であるから，中心極点

定理条件����
��が成り立つ ����．

以上により，条件���が成り立つことが分かる． �

例 �� X � fX � 
X��X�� � � � �Xk�T � Rkg かつ Y � R� とする．パラメータ集

合を �k � f�k � 
��� ��� � � � � �k�T � Rk � ��� � ��� � � � � ��k � C�g，仮説集合を H
� ff�k 
X� � 
�k�TX � X � X � �k � �kg とする．再び二乗誤差損失 L
Y� f�k 
X��

� 
Y � f�k 
X��
� を考える．

例���と同様の議論により，fE��XXT �g��が存在すれば �k� � fE��XXT �g��E��Y X�

が成り立つ．C� を適当に大きくとることにより，�k� は �k の内部で一意に存

在する．したがって，例���と同様の議論から条件���が成り立つことが確かめら

れる． �

条件���を満たす他のモデル族に関しては，�	��などを参照．多くの実用的モ

デル族において，条件���はみたされる．�項分布などのようにパラメータ集合

の境界で情報行列が発散するモデルでは，その境界において一様収束が成り立

たなくなるが，この場合に議論を拡張することは難しくない．この条件のもと

で，以下の性質が示されている �	��．

���
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補題 �� �	���p���� 条件���のもとで，��k は強一致推定量となる．すなわち，

��k � �k�� a�s� 
���	�

　 �

次に ��k の分布を考える．よく知られているように ��k は正規分布に法則収束

する．例えば，��� 	��を参照．

補題 �� �	���p���� 条件���のもとで，
p
n
��k � �k�� の分布は正規分布

N
	
�� fQ�
�k��g��R�
�k��fQ�
�k��g��




に法則収束する． �

これらの準備のもとに，
�kjzn� の漸近正規性を示す．

定理 �� 条件����条件���を仮定する．�k �
p
n
�k � ��k�，および

	
�
kjzn� � �p

n
k

�kjzn�� 
�����

と定義すると，次の漸近式が成り立つ．

	
��
kjzn��

�
�

�

�k��q
detQ�
��k� a�s� 
�����

ここで，��k � 
である．さらに，分布列 	
�kjzn�� n � �� �� � � � は正規分布に概収
束する．すなわち，E を �k�空間上の任意の直方体とすると，

Z
	k�E

	
�
kjzn�d�k �

q
detQ�
��k�

��k��

Z
	k�E

exp
�
��
�
k�kk�

Q����k�

�
d�k � a�s� 
�����

が成り立つ．

�証明� �����節参照． �

さらに，��k は ��k で置き換えることができる．すなわち，次の定理が成り立つ．

定理 �� 条件����条件���を仮定する．�k �
p
n
�k � ��k�，および

�
�
kjzn� � �p

n
k

�kjzn�� 
�����

���
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と定義すると，次の漸近式が成り立つ．

�
��
kjzn��

�
�

�

�k��q
detQ�
��k� a�s� 
�����

ただし，��k � 
 である．さらに E を �k�空間上の任意の直方体とすると，

Z
�k�E

�
�
kjzn�d�k �

q
detQ�
��k�

��k��

Z
�k�E

exp
�
��
�
k�kk�

Q����k�

�
d�k� a�s� 
�����

が成り立つ．

�証明� �����節参照． �

以上より，ベイズの事後確率を拡張した分布列 
�kjzn�� n � �� �� � � � も漸近
正規性を満たすことがわかる．その正規分布の共分散行列は fQ�
��k�g�� で与え
られる．本研究では，真の分布がモデル族に含まれることを仮定していない．

当然ながら，一般に Q�
��k� はFisher情報行列と一致しない．この場合，損失最

小推定量の漸近共分散が fQ�
�k��g��R�
�k��fQ�
�k��g�� で与えられるのに対し，

�kjzn� の漸近分散には fQ�
��k�g�� のみが現れる点は本質的である．これもベ
イズの事後確率の性質と同様である．

この漸近正規性を用いて，ESC の漸近式について，以下の定理が得られる．

定理 �� 条件����条件���のもとで，ESC
zn� の漸近式は

ESC
zn� �
nX
t��

L
zt � d��k � �
k

��
log

n

�
� �

�
log

q
detQ�
��k�


��k�
� o
��� a�s� 
�����

�
nX
t��

L
zt � d��k � �
k

��
log

n

�
� �

�
log

q
detQ�
��k�


��k�
� o
��� a�s� 
�����

で与えられる．

�証明� 
�����式� 
�����式� 
�����式より明らかである． �

上で与えた定理では，真の分布に従って発生する個々の系列に対して，ESC

の概収束の意味での漸近式を与えた．ここで，��k は確率変数であるので，その

期待値をとるために以下の補題を引用する．

補題 �	 �	���pp���� ����� 条件���のもとで，

E�
�
log

h
Znj��k�
h
Znj�k��

�
� TrR�
�k��fQ�
�k��g��

�
� 
����

が成り立つ．ただし，Trはトレースを表す． �

���
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この補題を用いることにより，ESC
zn�の期待値 E� �ESC
Zn��は以下のよう

に与えられる．

定理 �� 条件����条件���のもとで，E� �ESC
Zn�� は

E� �ESC
Zn�� �
nX
t��

E� �L
Zt � d�k��� �
k

��
log

n

�

� TrR�
�k��fQ�
�k��g��
��

� �

�
log

q
detQ�
�k��


�k��
� o
��� 
���	�

�証明� 
�����式に有界収束定理を適用し，
����式を用いて，
���	�式が得られる．

�

��� 考察

本章ではまず，ESC の個々の系列に対する漸近式を与えた．Yamanishi は Zn

に対して一様に成り立つ上界を与えているのに対し，本研究では概収束を考え

ている．よって，真の分布での期待値操作が含まれる情報行列 R�
��k�，Q�
��k�が

現れる．

もし真の確率分布がモデルクラス Pk に含まれるならば，多くの損失関数に

対して R�
�k�� � cQ�
�k��が成り立つ �	��．ここで，cはある定数である．よって，

TrR�
�k��Q�
�k���� � ckk となり，E� �ESC
Zn��は

E� �ESC
Zn�� � �E� hlog h
Znj�k��
i
�

k

��
log

n

�eC
� �

�
log

q
detQ�
�k��


�k��
� o
���


�����

と与えられる．ただし，C � ck とおいた．

この形をみると，Clarke と Barron のベイズ符号の漸近式の一般化となってい

る．もし対数損失を考え， � � � とすれば， c � � となる．このとき，
�����式

は Clarkeと Barron の漸近式と等価となる．

��� 定理と補題の証明

����� 定理 ���の証明

ここでの漸近正規性も ����pp�������	 の議論を用いて，事後確率密度の場合

と同様の手順で示すことができる．

���



第 �章 一般の累積損失に対する拡張確率的コンプレキシティの漸近解析

まず，定理の前半，
�����式を示そう．

Kn
�
k� � log 
�kjzn�� 
�����

K ��
n
�

k� �
��Kn
�k�

��k
��k�T
� 
�����

 n � �
	
K ��

n

��k�

��

� 
�����

と定義し，テーラー展開により


�kjzn� � 
��kjzn� exp
n

�k � ��k�TK �
��k�

o
� exp

�
�

�

�k � ��k�T 
I �Rn�K

��
��k�
�k � ��k�
�
� 
�����

を得る．ここで，Rn は

Rn � K ��
n
�

k��fK ��
n
��

k�g�� � I� 
�����

で与えられ，�k� は �k と ��k を結ぶ線分上の点である．

K �
n

��k�はその定義より，

K �
n
��

k� �
� log 
�k�

��k


�k���k

� 
�����

一方，

K ��
n
�

k� �
�� log h
znj�k�
��k
��k�T

�
�� log 
�k�

��k
��k�T
� 
�����

と条件����
	�より， ��k � �k に対して一様に

�

n
K ��

n
�
k�� Q�
�k�� a�s� 
����

が成り立つ．ここで
��k � �k�� a�s� 
���	�

かつ Q�
�k�は �kに関して連続微分可能であるので，�� � �に対し，��k � B�
��km�

に対して一様に

K ��
n
�

k��fK ��
n

��k�g�� � Q�
�k��fQ�
��k�g��� a�s� 
�����

が成り立つ．

Q�
�k�の連続性と ��k の一致性から，�
 � �に対し ある正定数 � � �が存在し

て， ��k � B�
��k�に対し n�� のとき

I �A

� � Q�
�k�fQ�
��k�g�� � I �A

�� 
�����

���
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が成り立つ．ここで I は k � k 単位行列，A

�は 
� � のときその最大固有値

が � に収束する k � k 対称正定値行列 � である．ここで，Q�
�k� は連続なので，


 � � のとき � � � とできることに注意する．よって，
�����式と 
�����式より，

�
 � �に対し � � �が存在し， n�� のとき ��k � B�
��k� に対して一様に

I �A

� � K ��
n
�

k�fK ��
n
��

k�g�� � I �A

�� a�s� 
����

ここで，
� � のとき � は任意に小さくとれる．

以上より，n�� のとき

Pn
�� �
Z
�k�B����k�


�kjzn�d�k� 
����

はほとんど確実に


��kjzn� expf�cf�gjdet nj���jdet
I �A

��j����
Z
kukk�sn

expf��
�

uk�Tukgduk� 
����

で上界され，


��kjzn� expf��cf�gjdet nj���jdet
I �A

��j����
Z
kukk�tn

expf��
�

uk�Tukgduk� 
����

で下界される．ここで，�cf は
� log���k�

��k
の最大絶対値，sn と tn は sn � �
� �

a

������ln
���� tn � �
�� a

������ln

���
と与えられる．ただし，a

� 
a

�� と ln 
ln�

はそれぞれ，A

�と  n の最大
最小�固有値とする．


�����式と同様の議論により，

n n � fQ�
��k�g��� a�s� 
����

であるので，
���	�式より，ln � �� a�s� かつ ln � �� a�s� となる．したがって，

sn ��� a�s�と tn ��� a�s�が成り立つ．したがって，n�� のとき

jdet
I �A

��j��� expf��cf�g lim
n��Pn
�� � lim

n��
	
��kjzn�
��k��n

Q�
��k�
o����

� jdet
I �A

��j��� expf�cf�g lim
n��Pn
��� a�s� 
����

が成り立つ．

以上より，
 � � のとき � � � とできるので，もし �� � � に対して

limn�� Pn
�� � �� a�s�が成り立てば，

lim
n�� 	
��

kjzn�� fdetQ�
��k�g���

��k��

� a�s� 
���

��
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が示される．よって，最後に �� � � に対して limn�� Pn
�� � �� a�s�であること

を示そう．

まず，条件���と条件 ����
��より，��
 � � に対し， ��k �� B��
�
k�� に対して一

様に

�

n
fKn
�

k��Kn
�
k��g � �

n
log

h
znj�k�
h
znj�k�� �

�

n
log


�k�


�k��

� ��
n

nX
t��

L
zt � f�k � �
�

n

nX
t��

L
zt � f�k�� �
�

n
log


�k�


�k��

� ��E� �L
Z � f�k �� � �E� �L
Z � f�k��� � a�s� 
��	�

が成り立つ．条件 ����
��より，E� �L
Z � f�k��� は唯一の最大値 E� �L
Z � f�k �� を

持つから，��
 � � に対し，ある定数 �C�� � � が存在して，n � � のとき

��k �� B��
�
k�� に対して一様に

�

n
fKn
�

k��Kn
�
k��g � �C��� a�s� 
����

が成り立つ．従って，��
 � � に対し， n � � のとき，��k �� B��
�
k�� に対して

一様に

�kjzn�

�k�jzn� � exp f�nC��g � a�s� 
����

が成り立つ．

一方，n�� のとき ��k � B��
�
k��に対して，

	
�
k�jzn� � fdet I�
��k�g���


��k��
� a�s� 
��	��

が成り立つ．ただし �k� �
p
n
�k� � ��k� である．

ここで条件����
��より，det I�
��k�� det I�
�k��� a�s�が成り立つので，ある正

定数 C� � �が存在して n�� のとき


�k�jzn� � C�pnk� a�s� 
��	��

が成り立つ．

よって，�つの不等式 
�����
��	�� より，��
 � � に対し， �k �� B��
�
k�� に対し

て一様に


�kjzn� � 
�k�jzn� expf�nC��g� a�s�

� C�pnk expf�nC��g � �� a�s� 
��	��

��	
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が成り立つ．条件����
��より，�k はコンパクト集合であるので， ��
 � � に対

して Z
�k ��B����

k��

�kjzn�d�k � �� a�s� 
��	��

が成り立つ．これは， ��
 � �に対して
Z
�k�B����

k��

�kjzn�d�k � �� a�s� 
��	��

が成り立つことを意味している．

ここで，
�

n
log 
�kjzn�� �

n

nX
t��

L
xt � d�k�� 
��	��

より，��k � ��k � �k� a�s�である．従って，� � ��� � ����に対して n��のとき，
B��
�k�� � B���
��k�� a�s�であるから，limn�� Pn
�
� � �� a�s�が成り立ち，
�����式

が示された．

定理の後半，
�����式も同様の議論により，任意の直方体 �E に対し
Z
	k�E

	
�
kjxn�d�k� 
��	�

をバウンドして得られる． �

����� 定理 ���の証明

��k のまわりでのテーラー展開により，


�kjzn� � 
��kjzn� exp
�
�

�

�k � ��k�T 
I � �Rn�K

��
��k�
�k � ��k�
�
� 
��		�

ここで �Rn は
�Rn � K ��

n
�
k��fK ��

n
��
k�g�� � I� 
��	��

で与えられ，�k� は �k と ��k を結ぶ線分上の点である．したがって，あとは定理

���の証明と同様の議論により定理���が得られる． �

���
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��� 本章の結論

本章では，K�Yamanishi により提案された ESC の漸近式を定数オーダの項ま

で詳細に解析した．この結果，ESC を用いた学習アルゴリズムのより厳密な理

論的評価が可能となった．この解析においても，本質的であるのはパラメータ

集合上に定義される分布列の漸近正規性である．得られた漸近式はベイズ符号

の漸近式と類似し，対数損失を仮定したときにはベイズ符号の漸近式となる．

すなわち，Clarke と Barron のベイズ符号の漸近式の一般形となっている．

ESC はパラメトリックモデル族に対して Yamanishi により提案されたもので

あるが，仮説空間が階層モデル族になっている場合に拡張することができる．

この場合の漸近式を導出できれば，階層構造を有する仮説空間に対する学習ア

ルゴリズムを評価することが可能である．この場合への拡張は今後の課題であ

る．また，ESC は逐次予測の累積損失とバッチ的に与えたデータの損失が一致

するという性質を持っている．このため，オンライン的な逐次学習問題とバッ

チ的な学習問題の両方に適用可能であるが，事前分布を仮定していながらベイ

ズ最適ではない．一般にベイズ最適解は逐次予測の累積損失とバッチ的に与え

たデータの損失が異なってしまい，アルゴリズム的にも一般的な構成が難しい．

例外が対数損失であり，その取り扱いの容易さから良く用いられる損失関数で

あるが，目的によっては他の損失関数に対するベイズ最適を考えたい状況も存

在する．ESCはその近似解を提示しており，しかもアルゴリズム的に取り扱い

易い性質を持っている．この観点からすれば ESCがベイズ最適に対してどの程

度の性能をもつのかについて解析する必要があり，今後の課題である．
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第 �章

結論


�� 本研究の成果

本研究では，ベイズ統計理論に基づくモデルの推定と確率分布の予測の漸近

的評価をおこなった．

第�章，第�章においては，MDL規準とベイズ規準の差を累積対数損失の面か

ら解析することにより，系列の予測問題においてモデルを�つ選択する方法と混

合モデルを用いる方法の差を定量的に示した．その結果，MDL規準に対するベ

イズ規準の累積対数損失の面からの優位性が示された．これは，情報源符号化

の立場で解釈すると，MDL符号とベイズ符号の符号長の差を解析したことと等

価である．

第�章では，B�S�Clarke と A�R�Barron の成果を拡張し，応用上極めて重要な

FSMX 情報源に対して，ベイズ規準による逐次予測の漸近的な累積対数損失，

及びKL情報量をリスク関数としたときの漸近式を導出した．これにより，KL情

報量という一般に広く使われている尺度を用いて，ベイズ規準に基づき混合分

布を用いる方法の漸近的評価式が得られた．その漸近式は Clarkeと Barronの結

果を階層モデル族に拡張したものであり，応用例としてベイズ符号の最適な圧

縮率への収束速度が従来よりも精密な形で与えられたことになる．

第章においては，統計的モデル選択問題をベイズ決定理論に基づいて定式化

し，これがある損失関数のクラスに対しては強一致性
漸近的に真のモデルに収

束する性質�を持つことを数学的に証明した．この結果，目的が真のモデルの発

見にある場合でも，未来のデータの予測にある場合でも，ベイズ決定理論に基

づくモデル選択は漸近的に最適なモデルを選択することができる．一致性は統

計的モデル選択問題で従来から議論されてきた一つの評価規準であり，ベイズ

決定理論に基づくモデル選択の一つの漸近的性能の評価が得られたことになる．

第	章では，ベイズ決定理論に基づくモデル選択について，真のモデルを選択
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できない選択誤り確率の上界を導出した．これにより，真のモデルを特定する

という目的に対して，その選択誤り率という基準での評価が与えられたことに

なる．さらに応用例として情報源の変化時点検出問題を取り上げ，ベイズ最適

解を導出し，現実問題におけるベイズ的モデル選択の有効性を示した．

第 �章では，K�Yamanishi による ESC の漸近式を導出した．ESCの漸近式の

導出はこれまでなされていながったが，本論文でその解が示されたことになる．

その結果，損失関数を限定しない拡張型確率的コンプレキシティを統計的推論

に適用した際の，累積損失の漸近的評価を与えることが可能となった．

本研究の成果はベイズ統計に基づく推定と予測に関して従来明らかとされて

いなかった性質を理論的に示したものであり，その解析の切り口にも特徴があ

ると考えている．また，情報技術が発達した現在，膨大な数のデータを解析す

る必要性も増えてきており，漸近的な状況を考えても差し支えないような場面

が多くなってきている．この点からも本研究で行った漸近的評価は価値がある

と考えられる．


�� 展望と今後の課題

本研究で得られた結果は，それぞれがベイズ統計に基づく推定理論と予測理

論について，部分的ではあるがその漸近的性質を明らかとしたものであり，理

論的興味のみならず，今後の応用に対しても有用な知見を得られたものと考え

られる．

今後の課題としては以下が考えられる．

�� 条件の緩和� 本論文ではパラメトリックモデル族と階層モデル族において，

最適パラメータがパラメータ集合の内部に唯一存在することを条件として

解析を行った．さらに，Fisher情報行列の行列式が �とならないことを仮
定している．しかし，例えば二項分布で二項確率が � や � の場合など，パ

ラメータ集合の境界に位置するパラメータ，またはFisher情報行列の行列

式が � となるパラメータがあることは多くの確率モデルで生じる．最適
パラメータがパラメータ集合の境界に位置する場合やFisher情報行列が発

散する点である場合には，事後確率密度の漸近正規性は成り立たない．し

たがって，このような点も含めた解析を行うためには，新たな観点から解

析を進める必要がある．ユニバーサル符号化の分野では，このような特異

点を含めた解析が行われている．このような議論を押し進め，解析のため

の条件を緩和していくことは今後の課題である．
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一方，統計的モデル選択の問題では，例えばニューラルネットワークモデ

ルの中間層素子数の決定などの非線形モデルの選択問題 ����，混合正規分

布を用いたHMMの混合数決定 �����などでは漸近正規性が成り立たない．

このような非線形モデルでは一般に探索手法を用いてパラメータを推定

するが，その探索終了条件によっても未知データに対する予測精度が変化

してしまう����．このような非線形モデルに対する統計的モデル選択では，

解析が非常に難しいこともあり，体系的な成果としてまとまっていない．

しかし，多くの研究者により基礎理論の構築が試みられている最中である

��	� ��	�．計算機の発達によって非線形モデルの利用が可能となっている現

在においては，このような非線形モデルの推定問題に関する基礎研究は不

可欠であり，今後の課題である．

さらに，現実問題ではしばしばデータに欠測が含まれる場合がある．これ

はデータ採取の際に欠測が生じる場合と本質的に観測ができない変数を含

むモデルを扱う場合とがある．これらの場合には，適当な条件のもとで漸

近正規性が成り立つ場合があるが ����，次元落ちや漸近分布の共分散行列

の固有値が増大することが考えられる．このようなケースについて解析す

ることも今後の課題である．

�� ベイズ符号化アルゴリズムへの反映� 本研究では，ベイズ符号の理想符号

長を議論したが，現実的応用を考えると，実際の符号化アルゴリズムと理

論的成果をうまく融合し，計算量，圧縮効率の両面で実用的な符号化法を

構成していく必要がある．本研究で示したように，今後は MDL原理の研

究も，ベイズ符号やミニマックス符号を中心に理論が展開されていくと考

えられる．

現在使われているユニバーサル符号化法は主にZiv�Lempel
ZL�法 ����� ���

の改良型であり，理論的な観点から漸近的最良性が示され，有限長のデー

タ列に関しては実際のデータの圧縮性能を実験することでその有効性が

認識されている．今後これに取って代わる方法としてベイズ符号を考えた

場合，これは設定する確率モデル族に依存する符号化法であるので，現実

のデータにより合った 
圧縮効率の良い�確率モデルを設定し，少ない計算

量で符号化できるアルゴリズムを構成しなくてはならない．本研究では

FSMXモデル族に対してベイズ符号の漸近符号長を示したが，これはあく

まで FSMXモデルで本来圧縮可能な限界からの冗長分の解析であり，実際

のデータがより広いクラスの分布から生起するものとすれば，その FSMX
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モデルがどこまで効率の良いものとなっているかを議論する必要がある．

例えば，C言語のプログラムなどのデータファイルに対しては，過去の系

列から次の �シンボルの生起確率が決まるモデルよりも，いくつかのシン

ボルをまとめた単語単位で生起確率が決まってくるモデルの方が良く当て

はまることが直感的に理解できる．このようなモデルに対するアルゴリズ

ムの構成，及び理論的解析は今後の課題である ���．

�� 統計的モデル選択問題の諸問題� 本研究では，ベイズ決定理論に基づく

モデル選択を中心に議論を行った．その結果，ベイズ最適性と一致性とい

う観点から一応の成果を得ている．しかし，統計的モデル選択問題が現在

も広く研究されている理由の一つは，選択基準の評価が定まっていないこ

とであり，今後も様々な観点から研究を進める必要がある．また，ベイズ

最適なモデル選択を実際に適用する際，計算量を考慮する必要がある．ま

た，一般に漸近正規性を仮定できないクラス，例えばノンパラメトリック

なヒストグラム推定量，あるいは Fisher情報行列が退化するモデル族など

における性質を議論する必要がある．とくにFisher情報行列が退化するモ

デルの一つであるニューラルネットワークモデルは，解析的に非常に難し

いモデルであり，今後の理論的成果が期待されている．

また，確率的コンプレキシティの概念を統計的モデル化の問題に適用する

際には，全てのデータ系列に対して一様に成り立つ漸近式を導く必要があ

る．本研究では主に確率収束，概収束，平均収束を議論したが，真の母集

団
情報源�を意識せずに，データ系列のみから計算できる漸近式が望まれ

る．このような観点から，データ系列に対して一様に成り立つ漸近式を導

き，そこから得られる性質を議論することが必要であろう �		�．

�� 損失関数の一般化に関連して� 本研究では，最後に SC の対数損失を一般

の損失へ拡張した ESC の漸近的性質について議論した．ここでの議論は，

概収束と平均収束の意味であり，K�Yamanishi が議論している任意のデー

タ系列に対して漸近式を与えた訳ではない．この点はさらに議論を進める

余地があると思われる．

また，ESC は損失の一般化という意味で一つの形を与えているが，SCが

もつベイズ最適性を保存した拡張にはなっていない．これは，バッチ型予

測問題の損失とオンライン型の逐次予測問題の累積損失が同じ式で与え

られるという性質を保存した形で拡張したためである．しかし，ベイズ統

計理論の観点から考えると，事前分布が仮定されている以上，これに最適
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な予測法を議論するべきであり，もし計算量などの面でこれを満たさない

場合には，ベイズ最適からの劣化の程度を解析する必要があると考えられ

る．ESCがベイズ最適と比べてどの程度の性能を与えるかについての議論

は今後の課題といえる．

以上，個別に今後の展望と課題について述べた．本研究では一般的な問題設

定のもとで解析を行ったので，この結果をさらに精密化すると共に，より現実

的応用に反映させるための研究も望まれる．とくに，ベイズ統計理論を現実問

題に適用する際の計算量の問題を議論する必要がある．また，本研究の成果を

実証的にも確認することを合わせて今後の課題とする．
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�� �	���

����� 渡辺澄夫� �ベイズ法による階層型統計モデルの推定誤差について�� 電子情報通
信学会論文誌 A� Vol�J���A� No���� pp����������� �		��

��	



参考文献

����� F�M�J�Willems� Y�M�Shtarkov� and T�J�Tjalkens� �The Context � Tree Weighting
Method� Basic Properties�� IEEE Trans� Information Theory� Vol���� No��� pp�
�� �


�� �		��

���	� Q�Xie and A�R�Barron� �Minimax Redundancy for the Class of Memoryless Souece��
IEEE Trans� Information Theory� Vol���� No��� pp�
�
 � 
��� �		��

����� K�Yamanishi� � A Learning Criterion for Stochastic Rules�� Machine Learning� Vol�	�
pp��
������ �		��

����� K�Yamanishi� � A Loss Bound Model for On�Line Stochastic Prediction Algorithms ��
Information and Computation� ��	� pp��	���� �		��

����� 山西健司� �確率的コンプレキシティと学習理論�� オペレーションズ・リサーチ�
Vol���� No��� pp��	���
� �		
�

����� K�Yamanishi� �A Decision�Theoretic Extension of Stochastic Complexity and Its
Applications to Learning�� IEEE Trans� Information Theory� Vol���� No��� pp������
���	��		��

����� 山西健司� �拡張型確率的コンプレキシティと学習理論�� Proceedings of IBIS�	�
�		�情報理論的学習理論ワークショップ予稿集�� pp��� � ��� �		��

����� 山西健司� 韓 太舜� �MDL入門�情報理論の立場から�� 人工知能学会誌� Vol��� No���
pp��������� �		��

���
� 山下公子� 後藤正幸� 俵 信彦� �ベイズ的アプローチによるパラメータ変化時点の
検出に関する一考察�� 日本経営工学会 秋期大会予稿集� pp���� ���
� �		
�

����� B�Yu� �MinimumDescription Length Principle� A Review�� Proceeding of International
Symposium of Information Theory and Its Application� pp��������� �		
�

����� Y�Yang and A�R�Barron� �An Asymptotic Property of Model Selection Criteria�� IEEE
Trans� Information Theory� Vol���� No��� pp�	����
� �		��

���	� J�Ziv and A�Lempel� �A Universal Algorithm for Sequential Data Compression�� IEEE
Trans� Information Theory� Vol���� No��� pp��������� �	���

��
�� J�Ziv and A�Lempel� �Compression of Individual Sequences Via Variable�Rate Coding��
IEEE Trans� Information Theory� Vol���� No��� pp�������
� �	���

��
�� J�Ziv� �On The Classi�cation with Empirically Observed Statistics and Universal Data
Compression�� IEEE Trans� Information Theory� Vol�IT���� No��� pp�������
� �	���

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
論文
○ � 共役勾配法を導入した BP学

習における安定化に関する研
究

�		��� 日本経営工学会誌
Vol��
� No��

俵 　信彦

○ � 変傾共役勾配法による BP学
習の安定化と高速化

�		��
 日本経営工学会誌
Vol��
� No��

開沼泰隆 　
俵 　信彦

　� 最適レギュレータに基づく定
期発注システムに関する研究

�		
�� 日本経営工学会誌
Vol��
� No�


田村嘉浩 　
俵 　信彦

○ � FK型発注システムによる定
期発注システムの統一的考察

�		
�� 日本経営工学会誌
Vol��
� No�


内園みどり
俵 　信彦

○ � A Formulation by Minimiza�
tion of Di�erential Entropy
for Optimal Control System

�		
�� IEICE Trans� on
Fundamentals�
Vol�E�	�A� No��

平澤茂一 　
俵 　信彦

○ 
 有色雑音を持つ線形システム
の最適制御則と定期発注シス
テムへの適用

�		
�
 日本経営工学会誌
Vol���� No��

内園みどり
俵 　信彦

　� 階層型ニューラルネットワー
クの混合モデルによるベイズ
最適な予測について

�		��� 電子情報通信学
会 論 文 誌 D�II�
Vol����D�II� No��

橋川弘紀 　
俵 　信彦

　� 共役勾配法の探索効率向上法
に関する一考察

�		���� 日本経営工学会誌
Vol���� No��

吉田隆弘 　
俵 　信彦

　	 発注サイクル期間を考慮した
Push 型生産システムと Pull
型生産システムの特性解析

�		��	 日本経営工学会誌
Vol��	� No��

加藤宏幸 　
俵 　信彦

◎ �� A Generalization of
B�S�Clarke and A�R�Barron�s
Asymptotics of Bayes Codes
for FSMX Sources

�		���� IEICE Trans� on
Fundamentals�
Vol�E���A� No���

松嶋敏泰 　
平澤茂一

◎ �� Statistical Model Selection
Based on Bayes Decision
Theory and Its Applica�
tion to Change Detection
Problem

�			�� International
Journal
of Production E�
conomics� Vol�
��

�

平澤茂一

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
　論文
◎ �� 事前分布が異なる場合の

MDL原理に基づく符号とベ
イズ符号の符号長に関する解
析

�			�� 電子情報通信学会
論文誌 A� Vol�J�
��� No��

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� マルコフ情報源に対し誤り伝
搬を抑える VF符号に関する
一考察

�			�� 電子情報通信学会
誌 A 研究速報��
Vol�J���� No��

木村 　勝 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 順序カテゴリカルデータ解析
における母数推定に関する研
究

�			�� 日本経営工学会誌�
Vol���� No��

菊池淑子 　
俵 　信彦

◎ �� Almost Sure and Mean Con�
vergence of Extended S�
tochastic Complexity

�			��� IEICE Trans� on
Fundamentals�
Vol�E���A� No���

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�
 在庫量・発注量変動により発
生するコストを制御する定期
発注方式に関する研究

�			��� 日本経営工学会誌�
Vol���� No��

西島 　淳 　
俵 　信彦

◎ �� ベイズ決定理論に基づく統計
的モデル選択の選択誤り率に
関する解析

������ 日本経営工学会誌，
Vol���� No�


松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 線形回帰モデルのベイズ最適
な予測法に関する研究

掲載決定 日本経営工学会誌，
Vol���� No��

鈴木友彦 　
俵 　信彦

○ �	 損失関数を考慮した拡張事後
密度の漸近正規性

条件付採録 電子情報通信学会
論文誌 A

松嶋敏泰 　
平澤茂一

◎ �� An Analysis on Di�erence of
Codelengths between Codes
based on MDL Principle and
Bayes Codes

条件付採録 IEEE Trans� In�
formation Theory

松嶋敏泰 　
平澤茂一

◎ �� Statistical Model Selection
based on Bayes Decision
Theory and Its Consistency
for Hierarchical Model Class

投稿中 IEICE Trans� on
Fundamentals

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○は筆頭著者としての論文，◎は学位論文に関係する筆頭著者論文

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
国際
会議
� A Fast Learning Algorith�

m for Multilayer Neural
Networks

�		��� ICPR Production
Research 	�
Finland�

開沼泰隆 　
俵 　信彦

○ � An Analysis on Di�erence
between the Code based
on MDL Principle and the
Bayes Code

�		
�	 International
Sympo�
sium on Informa�
tion Theory and
Its Application 	

Canada�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ � A Study on Di�erence of
Codelengths between MDL
Codes and Bayes Codes on
Case Di�erent Priors Are
Assumed

�		��
 IEEE Inter�
national Sympo�
sium on Informa�
tion Theory �		�
Germany�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ � On Theory and Application
of Statistical Model Selec�
tion Based on Bayes Decision
Theory

�		��� ICPR Production
Research 	�
Japan�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ � On Error Rates of Statistical
Madel Selection Based on In�
formation Criteria

�		��� IEEE Inter�
national Sympo�
sium on Informa�
tion Theory �		�
USA�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ 
 Consistency of Bayesian
Model Selection

�		���� International
Symposium on
Information The�
ory and Its Appli�
cations �		�
Mexico�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ は筆頭著者としての発表

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
講演
　� バックプロパゲーション学習

アルゴリズムについて
�		��� 日本経営工学会春

期大会 東京�
開沼泰隆 　
俵 　信彦

〇 � 共役勾配法による BP学習に
ついて

�		���� 日本経営工学会秋
季大会 大分�

開沼泰隆 　
俵 　信彦

　� 階層型ニューラルネットワー
クにおける入力変数の指定法

�		��� 日本経営工学会春
期大会 神奈川�

橋川弘紀 　
俵 　信彦

○ � 二次近似範囲を調整する共役
勾配法と BP学習への適用

�		���� 電子情報通信学
会 技術研究報告
NC	���� 仙台�

俵 　信彦

○ � 学習アルゴリズムが与える汎
化への影響について

�		���� 日本経営工学会秋
季大会 岡山�

橋川弘紀 　
俵 　信彦

○ 
 エントロピー最小化による
フィードバック制御の定式化

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 広島�

平澤茂一 　
俵 　信彦

　� �値分類問題へのニューラル
ネットワークの適用に関する
一考察

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 広島�

松原徳明 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一 　

○ � 有色雑音を持つ確率システム
のフィードバック制御と生産�
在庫システムへの適用

�		��� 日本経営工学会春
季大会 東京�

内園みどり
俵 　信彦

　	 情報量基準による階層型ニ
ューラルネットワークのモデ
ル構造決定方法

�		��� 日本経営工学会春
季大会 東京�

開沼泰隆 　
橋川弘紀 　
俵 　信彦

　�� 情報源モデルのパラメータ推
定と Ziv�Lempel符号につい
て

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	�� �� 東京�

木村 　勝 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �� 汎化を考慮した確率モデルの
学習について

�		��	 情報処理学会全国
大会 富山�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �� ベイズ決定理論に基づくデー
タ解析に関する一考察

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 花巻�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� ユニバーサル情報源符号化ア
ルゴリズムに基づく事後確率
推定アルゴリズム

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 花巻�

阿部真士 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 観測雑音を考慮した不確実な
知識の推論法について

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 花巻�

川又英紀 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �� 確率モデルの学習に関する一
考察

�		���� 日本経営工学会秋
季大会 大阪�

松嶋敏泰 　
平澤茂一 　
俵 　信彦

　�
 最適制御を用いた発注方式の
生産－在庫システムへの適用

�		���� 日本経営工学会秋
季大会 大阪�

内園みどり
俵 　信彦

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
講演
　�� 階層型ニューラルネットワー

クの混合モデルによるベイズ
最適な予測について

�		
�� 電子情報通信学
会 技術研究報告
NC	� ���� 神奈
川�

橋川弘紀 　
俵 　信彦

○ �� 情報源の変化時点検出におけ
るMDL原理とベイズ理論に
ついて

�		
�� 日本経営工学会春
季大会 東京�

松嶋敏泰 　
平澤茂一 　
俵 　信彦

　�	 共役勾配法における探索効率
向上法について

�		
�� 日本経営工学会春
季大会 東京�

吉田隆弘 　
俵 　信彦

○ �� MDL基準に基づく符号とベ
イズ符号の符号長に関する解
析

�		
�� 電子情報通信学
会技術研究報告
IT	
 � � 東京�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 統計的モデル選択問題におけ
る選択誤り確率に関する一考
察

�		
�� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	
 神奈川�

中尾 　峰 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �� 符号長を評価とした確率モデ
ルの学習に関する一考察

�		
��� 日本経営工学会秋
季大会 名古屋�

松嶋敏泰 　
平澤茂一 　
俵 　信彦

　�� 母集団のパラメータ変化時点
検出のベイズアプローチに関
する一考察

�		
��� 日本経営工学会秋
季大会 名古屋�

山下公子 　
俵 　信彦

○ �� 異なる事前分布を持つ場合の
MDL原理に基づく符号とベ
イズ符号の符号長に関する一
考察

�		
��� 第 �	 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 神奈川�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� マルコフ情報源に対する VF
符号に関する一考察

�		
��� 第 �	 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 神奈川�

木村 　勝 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �
 Clarke と Barron
の Bayesian Asymptotics に
ついて

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	
��	 金沢�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� String Matching Algorithm
による有歪み圧縮について

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	
�
� 金沢�

小幡洋昭 　
平澤茂一

○ �� ベイズ決定理論に基づく統計
的モデル選択について

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	���� 京都�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�	 木構造のモデル族の学習・予
測アルゴリズムに関する一考
察

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	���
 東京�

島 　幸夫 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 線形回帰モデルのベイズ最適
な予測法に関する研究

�		���� 日本経営工学会秋
季大会

鈴木友彦 　
俵 　信彦

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
講演
　�� 分割表における母数推定に関

する研究
�		���� 日本経営工学会秋

季大会
菊池淑子 　
俵 　信彦

　�� 在庫量・発注量変動によるコ
スト増を考慮した定期発注方
式に関する研究

�		���� 日本経営工学会秋
季大会

西嶋 　淳 　
俵 　信彦

　�� 指数分布に対する事前分布に
ついて ～ 寿命分布に対する
ベイズ推定量に関する研究～

�		���� 日本経営工学会秋
季大会

青木美穂 　
俵 　信彦

　�� 木構造モデル族のモデル選択
法に関する一考察

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 愛媛�

中尾 　峰 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �� 階層モデル族のモデル選択に
おける選択誤り率について

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	��
� 東京�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

○ �
 事後確率密度の漸近正規性に
ついて

�		��� 日本経営工学会春
季大会 東京�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 符号語コストを考慮した情報
源符号化について

�		��� 日本経営工学会春
季大会 東京�

吉田隆弘 　
俵 　信彦

　�� 部分的な復号を可能にする
LZ��符号の修正符号

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	���� 東京�

対馬克也 　
平澤茂一

　�	 String Matching に基づく有
歪み圧縮に関する研究

�		��� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT	���	 東京�

前田浩二 　
平澤茂一

○ �� 統計的モデル選択の規準につ
いて

�		���� 日本経営工学会秋
期大会

松嶋敏泰 　
平澤茂一 　
俵 　信彦

○ �� Extended Stochastic Com�
plexityの漸近式について

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 名古屋�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� モデル族の部分集合に基づく
予測について

�		���� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム 名古屋�

島 　幸夫 　
松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 事後確率密度の漸近正規性に
関する一考察

�			�� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT		���

丸山英昭 　
平澤茂一

　�� 単語単位で出現する系列に対
するベイズ符号について

�			�� 電子情報通信学
会 技術研究報告
IT		���

石田 　崇 　
平澤茂一

○ �� On Asymptotic Normality of
Density Functions and Its
Applications

�			�� �			年情報論的学
習理論ワークショ
ップ予稿集 静岡�

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�
 一対比較行列が不完全な場合
の AHPに関する研究

�			��� 日本経営工学会秋
期大会

本川 　亨 　
俵 　信彦

���



研究業績

種別 題名 発表年月 論文誌名 共著者
講演
　�� 線形回帰モデルにおけるベイ

ズ最適な予測法に関する研究
�			��� 日本経営工学会秋

期大会
肥土雅生 　
俵 　信彦

　�� 業務プロセスにおけるアク
ティビティの関連性の定量化
手法に関する一研究

�			��� 日本経営工学会秋
期大会

平山宗一郎
俵 　信彦

○ �	 単語単位で系列を出力する情
報源

�			��� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム

松嶋敏泰 　
平澤茂一

　�� 統計的推定の立場からみた
Ziv�Lempel 符号に関する一
考察

�			��� 第 �� 回情報理論
とその応用シンポ
ジウム

対馬克也 　
平澤茂一

○ は筆頭著者としての発表

���


